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11. Einleitung / Motivation
Zellulare Materialien und Schäume werden in Wissenschaft und Technik, trotz langjäh-
riger Forschung und Entwicklung, noch immer als technische Werkstoffe mit erheblichen
ungenutzten Potenzialen betrachtet. Diese Materialklasse ist wesentlich durch eine von
miteinander verbundenen Zellen aufgebaute Struktur charakterisiert. Eine Zelle ist in
diesem Zusammenhang ein durch Stege und/oder Wände abgegrenzter (meist kon-
vexer) Raum. Die Abgrenzung gegenüber porösen Materialien geschieht häufig über
die relative Dichte (für zellulare Materialien < 0,3). Dieses Maß wird als wichtigster
Kennwert betrachtet und setzt den Volumenanteil des Feststoffs zum Gesamtvolumen
ins Verhältnis. Dennoch werden poröse Materialien recht allgemein über das typische
Vorhandensein von Poren und Hohlräumen definiert.
Die große praktische Relevanz zellularer Materialien ist auch im Alltag wahrzuneh-
men. So ist die charakteristische Struktur in Badeschwämmen, Styropor, Schall- und
Wärmedämmungen, Porenbeton und vielen Verpackungsmaterialien zu finden. In der
Biologie kommen zellulare Materialien insbesondere auch als tragende Strukturen vor,
z.B. in Holz, Knochen, Kakteen, Korallen oder der bekannten Honigwabe. Deshalb ist
es nicht verwunderlich, dass derartige Strukturen bereits in Architektur und Technik
Einzug gehalten haben. Durch intensive Erforschung neuer Fertigungsverfahren ist es
zu einer unüberschaubaren Produktpalette gekommen: von Polymerschäumen in Turn-
schuhen und Dämpfern, über Metallschäume in Katalysatoren und Crash-Absorbern,
bis hin zu Keramikschäumen als Brenner oder Wärmedämmung an Hochöfen. Der
Trend geht hierbei zu designgeprägten und technisch optimierten Strukturen.
Der Sonderforschungsbereich 920 Multifunktionale Filter für die Metallschmelze-
filtration - ein Beitrag zu Zero Defect Materials, in dessen Rahmen die vorliegende
Arbeit entstand, beschäftigt sich mit keramischen Filtern. Auch diese zählen zu den
zellularen Materialien bzw. Schäumen. Wesentliches Ziel dieses interdisziplinären For-
schungsprojektes ist es, durch den Einsatz von keramischen Filtern anorganische Ver-
unreinigungen während des Gießvorgangs aus der Schmelze zu entfernen und so die
mechanischen Eigenschaften des Endprodukts zu verbessern. Die eingesetzten Filter
müssen bei diesem Prozess großen thermischen und mechanischen Belastungen wi-
derstehen. Die Zuverlässigkeit wird vor dem technischen Einsatz durch eine Festig-
keitsbewertung und Bauteiloptimierung sichergestellt und verbessert. Grundlage für
die thermo-mechanische Bewertung sind numerische Simulationen des Filters. Neben
verfahrenstechnischen, mechanischen und strömungsmechanischen Zielgrößen und der
fertigungstechnischen Realisierbarkeit steht bei der Filteroptimierung insbesondere die
Filtereffizienz im Vordergrund.
1.1. Keramikfilter für metallische Schmelzen
In Form- und Strangguss für Hochleistungsstähle sind keramische Filter Stand der
Technik und werden bereits seit 1974 eingesetzt [117]. Das Wirkprinzip war bis in die
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letzten Jahre nur wenig untersucht. Die Größe der Filterquerschnitte beträgt im Form-
guss meist zwischen 40x40mm und 200x200mm bei einer Dicke von bis zu 55mm und
im Strangguss bis zu 600x600mm. Aus thermo-mechanischen Gesichtspunkten inter-
essiert vornehmlich die Steigerung der Formstabilität, um dem Bedarf nach größeren
Filtern und Durchsatzraten der Schmelze gerecht zu werden.
Filterarten, Herstellung und Beschaffenheit
Die Produktion der Filter für die Feuerfestindustrie wird durch das Schwartzwalder-
Verfahren [118] dominiert. Das Verfahren basiert auf mit Gas aufgeschäumten und
ausgehärteten Polyurethanschäumen (PU-Schäume, Abb. 1.1), die mit einem Keramik-
schlicker beschichtet und gesintert oder verkokt werden. Dabei brennt der PU-Schaum
aus, entweicht und hinterlässt eine charakteristische Hohlstruktur in den Stegen (vgl.
Abb. 1.2 und 1.3). Daneben gibt es auch gedruckte Spaghettifilter oder durch Strang-
pressen erzeugte Strukturen.
Abb. 1.1.: Mikroskopaufnahme eines PU-
Schaums
Stege
Hohlstruktur
geschlossene
Zellwände
verrundete
Knoten 1 mm
Abb. 1.2.: Mikroskopaufnahme eines Kera-
mikfilters [130]
Die hier betrachteten PU-basierten Filter zählen zu den zellularen Materialien mit
zufälliger Struktur. Die Zellen werden auch als offene Poren bezeichnet. Sie sind durch
ein Netzwerk aus Stegen strukturiert und werden nur vereinzelt durch geschlossene
Wände begrenzt. Die durchschnittliche Zellgröße des Filters ist ein bedeutendes Maß
und wird meist durch die Größe (angeschnittene) Poren je Inch (PPI) repräsentiert.
Die wichtigsten Grundelemente in der Filtergeometrie sind Poren, Stege, Wände, Kno-
ten, Hohlstruktur, Stegquerschnitt und Verrundungen (vgl. Abb. 1.2). Das Material,
aus dem diese Elemente bestehen, wird als Grundwerkstoff bezeichnet. Für die Be-
schreibung der Filter wird hier in drei verschiedene Skalen unterteilt:
Mikroskala: die Größenordnung des Grundwerkstoffs
Mesoskala: die Größenordnung der Zellstruktur
Makroskala: die Größenordnung des Filters
Die Struktur des Filters auf der Mesoskala wird durch seine Topologie beschrieben. Sie
definiert die Zusammensetzung der Struktur aus den Grundelementen, nicht jedoch
deren Form. Diese wird wiederum durch die Morphologie des Filters charakterisiert
und definiert Eigenschaften wie die Querschnittsform von Stegen und deren Verlauf
oder Verrundungsverläufe an Knoten. Wird die Mesoskala mit gemittelten oder statis-
tischen Werten charakterisiert, sind diese Effektivwerte auf der Makroskala definiert.
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Abb. 1.3.: Profil des Stegs eines Keramikfilters mit
Hohlstruktur [42]
Abb. 1.4.: Einbauvarianten keramischer Filter
im Formguss [117]
Dazu gehören Eigenschaften des Filters, wie die relative Dichte oder der mittlere Zell-
durchmesser. Da sie bereits für einen repräsentativen Ausschnitt des Filters (oder des
zellularen Materials) definiert sind, dürfen diese auch ortsabhängige Größen auf der
Makroskala sein.
Filter für den Einsatz in Stahlschmelzen weisen zumeist eine PPI-Zahl von 10 auf.
Durch das Schwartzwalder-Verfahren kommt es zu einer ungleichmäßigen Materialver-
teilung entlang der Stege, zu signifikanten Verrundungen an den Knoten, einer leich-
ten Krümmung der Stegachsen und der charakteristischen, scharfkantigen Hohlstruktur
(vgl. Abb. 1.3). Weiterhin stellt sich durch den Produktionsprozess für den PU-Schaum
eine anisotrope Porenform ein.
Beanspruchung beim Formguss
Im Formguss wird der Filter entweder horizontal oder vertikal in das Gießsystem ein-
gebaut (Abb. 1.4). Dabei liegt er am Rand auf einem umlaufenden Absatz auf. Beim
Abgießen treibt die Schmelze zunächst die im Gießsystem vorhandene Luft vor sich her.
Beim Durchströmen des Filters entsteht infolge des Druckabfalls ein Strömungsdruck.
Die Strömung im Filter ist komplex und in der Regel turbulent [146]. Der mechanische
Beanspruchungszustand des Filters auf der Makroskala ähnelt der Plattenbiegung.
Die typische Dauer für einen Gießvorgang mit Filtereinsatz liegt im Bereich von
Sekunden bis wenigen Minuten. Dabei begrenzt vor allem der Filter mit seinem Durch-
satz die maximal einsetzbare Menge an Schmelze und damit die Bauteilgröße. Die
Filter werden nicht vorgewärmt, sodass sie in sehr kurzer Zeit den Temperaturwechsel
bis zur Temperatur der heißen Schmelze überstehen müssen. Beim Aluminiumguss ist
die Schmelze etwa 700◦C warm. Beim Stahlguss kann die Temperatur allerdings bis zu
1750◦C betragen. Nach bisherigen Erkenntnissen ist der makroskopische Temperatur-
gradient am Filter gering [57], sodass die thermische Verspannung der Filterstruktur
vernachlässigt werden kann. Wesentliche Beanspruchungen entstehen vornehmlich lo-
kal aus dem Kontakt zwischen Filter und Schmelze. Die resultierenden thermischen
Spannungen wirken in den Querschnitten der Stege, Knoten und Zellwände.
Aus dem Einsatz der Filter bei hohen Temperaturen und bei langen Abgusszeiten
ist weiterhin bekannt, dass es zu visko-plastischen, finiten Deformationen kommt. Dies
betrifft insbesondere die Prozessbedingungen im Strangguss.
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Materialverhalten des Grundwerkstoffs
Die im Sonderforschungsbereich 920 untersuchten Filter basieren auf einem neuartigen,
feinkörnigen Feuerfestwerkstoff aus kohlenstoffgebundenem Aluminiumoxid [42]. Der
keramische Schlicker für das Schwartzwalder-Verfahren setzt sich zusammen aus
• Aluminiumoxid (Martoxid MR 70, Martinswerk, Germany, 99,8wt.% Al2O3,
d90 ≤ 3,0µm),
• modifiziertes Steinkohle-Teer-Pech-Pulver (Carbores R© P, Rütgers, Germany,
d90 ≤ 0,2mm) als Binder und Kohlenstoffquelle,
• feinkörniges, natürliches Grafit (AF 96/97, Graphit Kropfmühl, Germany,
96,7wt.% Kohlenstoff, 99,8wt.% < 40µm),
• Ruß-Pulver(Luvomaxx N-991, Lehmann & Voss & Co., Germany, ≥ 99,0wt.%
Kohlenstoff, > 0,01wt.% Asche, primäre Partikelgröße 200− 500nm),
• Siliziumoxid (SUBMICRONSILICA 995 U, Elkem, Norway, 99,5wt.% SiO2,
100wt.% < 0,4mm)
und den Additiven
• Polypropylene Glycol (PPG P400, Sigma-Aldrich, Germany),
• Ligninsulfonate (T11B, Otto-Dille, Germany),
• Castament VP 95 L (BASF, Germany),
• Contraspum K 1012 (Zschimmer & Schwarz, Germany).
Die Mischung erfolgt in einem Hobbart-Mixer (ToniTechnik, Germany). Für die an-
schließende Imprägnierung der PU-Struktur ist die Rheologie des Schlickers von beson-
derer Bedeutung und muss überprüft werden. Der Werkstoff durchläuft abschließend
einen definierten Trocknungsprozess und einen definierten Pyrolyseprozess in Kohlen-
stoffatmosphäre (Koksbett) bei 800◦C.
Für die Berechnung des thermo-mechanischen Verhaltens von Filterkomponenten
ist zumindest die experimentelle Ermittlung des elastischen Verhaltens, des thermi-
schen Verhaltens und der Festigkeit des Grundwerkstoffs erforderlich. Alle Eigenschaf-
ten hängen von der Temperatur ab, sodass spezielle Hochtemperaturversuchsstände
zum Einsatz kommen. Als weitere Herausforderungen sind Einflüsse durch Umwand-
lungsprozesse oberhalb der Pyrolysetemperatur und chemische Wechselwirkung mit der
Schmelze zu benennen sowie die für Keramikwerkstoffe typische, große Streuung der
Eigenschaften.
In Soltysiak u. a. [124] und in [125, 123] wurde die Festigkeit aus Kleinstproben un-
ter Anwendung derWeibull-Theorie bestimmt und Eigenschaften der Mikrostruktur
mit dem Verlauf der Rissausbreitung in Zusammenhang gebracht. Für die statisti-
sche Auswertung der Festigkeit ist eine Losgröße von mindestens 30 Versuchen er-
forderlich. Der Carbores R© P-Anteil und eine zusätzliche Wärmebehandlung konnten
als wichtige Einflussgrößen auf die Festigkeit ermittelt werden [126]. Der Werkstoff
weist bei den Kleinstprobenversuchen ein stabiles Risswachstum auf und wird des-
halb als quasi-spröd bezeichnet. Aus dem Vergleich der Versuche bei Raumtemperatur
und bei 800◦C kann ein Anstieg der Festigkeit mit der Temperatur beobachtet werden
[122]. Weiterhin wurde die Zug-Druck-Asymmetrie der Festigkeit ermittelt und mit
demMohr-Coulomb-Modell angenähert. Die Versuchsdaten stützen die Vermutung,
dass das Werkstoffverhalten einen linear-elastischen Bereich mit kleinen Deformatio-
nen aufweist. Aufgrund des hohen Fehlereinflusses können aus diesen Experimenten
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keine Werte für die Elastizität oder deren Zug-Druck-Asymmetrie abgeleitet werden.
Die Herstellung von größeren Proben macht eine veränderte Herstellungsroute erforder-
lich, wobei der getrocknete Schlicker in einer Kugelmühle zu einem Pulver zermahlen
und vor der Pyrolyse wahlweise uniaxial bzw. isostatisch gepresst wird [77]. Dies führt
jedoch zu einen signifikanten Anstieg der Festigkeit [126]. Weitere Experimente mit
dem gepressten Werkstoff weisen auf einen Einfluss der Pressart auf die Festigkeit hin
[76] und zeigen eine Vergrößerung der Festigkeit durch Reduzierung der Korngröße des
eingesetzten Carbores R© P-Anteils [75].
Experimentelle Ergebnisse für die temperaturabhängige spezifische Wärmekapazität,
Wärmeleitfähigkeit und den thermischen Ausdehnungskoeffizienten bis 800◦C wurden
in Götze u. a. [58] präsentiert. Im Gegensatz zur Wärmekapazität weisen auch die Wär-
meleitfähigkeit und der Ausdehnungskoeffizient eine starke Streuung auf. Dies wird un-
ter anderem auf Inhomogenitäten im Material zurückgeführt. Die ermittelte absolute
Dichte wird als deutlich fehlerbehaftet ausgewiesen und dient somit nur der Orien-
tierung. Auch in diesen Untersuchungen konnte eine signifikante Abhängigkeit vom
Carbores R© P-Anteil und der Herstellungsroute nachgewiesen werden (für Wärmeleit-
fähigkeit und Ausdehnungskoeffizient). Weiterhin weist der Werkstoff aus der uniaxial
gepressten Route eine signifikante Anisotropie auf. Dies deckt sich mit den Erkennt-
nissen zur Ausbildung turbo-stratischer Kohlenstoffstrukturen in Dopita u. a. [37] und
den Beobachtungen in Klemm, Biermann und Aneziris [75]. Obwohl die Dichte und
Porosität sich zwischen den Herstellungsrouten unterscheidet [42, 77], sind die mittlere
Porengröße und die Wärmekapazität vergleichbar. In Götze u. a. [57] konnten zudem
Abgussexperimente mit Al2O3 zur Bestimmung des Wärmeübergangskoeffizienten in
Kontakt mit der Schmelze präsentiert werden. Zukünftige Versuche sollen auf das koh-
lenstoffgebundene Aluminiumoxid erweitert werden.
Untersuchungen zum temperaturabhängigen, dynamischen Elastizitätsmodul bis
1450◦C wurden in Werner, Aneziris und Schafföner [144], Werner, Aneziris und Dud-
czig [143] und in [145] präsentiert. Der verwendete Werkstoff weist Unterschiede in
Zusammensetzung und im Pyrolyseprozess auf und wurde uniaxial gepresst, sodass die
Ergebnisse nur als Anhaltspunkte für den zu untersuchenden Filterwerkstoff genutzt
werden können. Auch diese Versuche zeigen einen signifikanten Einfluss des Kohlen-
stoffanteils, des Pressdrucks und der Porosität. Weitere erhebliche Einflussgrößen sind
die Pyrolysetemperatur, der Oxidationsgrad, die Wiederholungszahl der Temperatur-
zyklen und die Länge der Haltezeit bei 1450◦C während des Experiments. Dies lässt
auf Umwandlungsprozesse oberhalb der Pyrolysetemperatur schließen.
Das ratenabhängige Verhalten des gepressten und bei 1400◦C pyrolysierten Werk-
stoffs wurde in Bachmann [7] analysiert. Aus den bisherigen Kriech- und Spannungsre-
laxationsversuchen an einem Druckzylinder wurde auf ein visko-elastisches Werkstoff-
verhalten geschlossen. Die Temperatur stellt dabei eine wichtige Einflussgröße da.
Infolge der technischen Anwendung der zu untersuchenden Filter ist das Thermo-
schockverhalten von besonderer Bedeutung. Die Filter und ihre verschiedenen Modifi-
kationen (Materialzusammensetzung bzw. mit chemisch aktiven Beschichtungen) wur-
den mittels small-impingement-Test einer Qualitätskontrolle unterzogen. Dieser Test
dient nicht der Materialcharakterisierung, sondern der Verifikation der Mindestanforde-
rungen. Der Filter wird dabei in einem Abgussversuch oder einem Stahlgusssimulator
[43, 44] der flüssigen Schmelze ausgesetzt. Anschließend wird geprüft, ob der Filter die
Einwirkung der heißen Schmelze ohne Bruch überstanden hat. Zur Abschätzung der
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Werkstoffschädigung durch den Thermoschock kann weiterhin die Druckfestigkeit des
Filters vor und nach dem Thermoschock ermittelt werden [137].
Alle oben vorgestellten Untersuchungen wurden in Schutzatmosphäre und überwie-
gend bis maximal 800◦C ausgeführt. Für aussagekräftige Berechnungen der Filterkom-
ponente werden folglich weitere Untersuchungen
• zum elastischen und visko-plastischen Verhalten,
• zum Wärmeübergang in Kontakt mit der Schmelze und
• zum Einfluss der Oxidation und der Umwandlungsprozesse oberhalb der Pyroly-
setemperatur
benötigt.
1.2. Stand der Forschung
1.2.1. Berechnungskonzepte
Die mechanische Analyse und Bewertung zellularer Materialien ist eine große Heraus-
forderung, die aus der komplexen, zufälligen Struktur resultiert. Erste Abschätzungen
ergaben sich aus Mischungsregeln, meist basierend auf der relativen Dichte. In der Fol-
ge wurden in den sechziger bis achtziger Jahren verschiedene Homogenisierungsansätze
(z.B. [45, 63, 21, 11]) und Abschätzungen von oberen und unteren Schranken (z.B.
[139, 61, 102]) entwickelt. In den neunziger Jahren kamen analytische Lösungen für
idealisierte, deterministische Strukturen hinzu (z.B. [116, 149, 141, 23]).
Infolge der sich erst entwickelnden Rechentechnik und fehlender Methoden zur de-
taillierten Erfassung der Materialstruktur blieb die klassische Herangehensweise über
lange Zeit die phänomenologische Betrachtung des Materialverhaltens unter Vorausset-
zung der kontinuumsmechanischen Grundannahmen auf der Makroskala. Von Gibson
und Ashby [54] wurden Modelle zur Korrelation des effektiven Materialverhaltens mit
den Eigenschaften des Grundwerkstoffs und Kennwerten der Zellstruktur (meist der
relativen Dichte) auf den Gebieten der linearen Elastizität, Festigkeit, Stabilität, Plas-
tizität, Lebensdauer, Kriechen und Bruchmechanik präsentiert. Einige Überlegungen
und Annahmen wurden dabei vom kubischen Ersatzmodell einer Zelle abgeleitet (vgl.
Abb. 1.5). Die resultierenden Potenzgesetze in Abhängigkeit von der relativen Dichte
wurden vielfach aufgegriffen und Parameter mittels experimenteller Untersuchungen
bestimmt (u.a. in [141, 149, 23, 119, 59, 113, 120, 117, 74, 22]). Durch die fehlende Be-
trachtung der Zellstruktur sind diese Modelle nur in engen Grenzen anwendbar [117]
und wurden zunehmend durch numerische Simulationen abgelöst [31].
Bis um das Jahr 2000 gab es nur vereinzelte Simulationen, die sich mit porösen
und zellularen keramischen Materialien beschäftigten (z.B. [2, 111, 113]). Für nicht-
keramische zellulare Materialien gab es bereits zahlreiche Veröffentlichungen mit nume-
rischen Berechnungen, insbesondere für zweidimensionale Strukturen. In der Literatur
über keramische Strukturen wurde hingegen deren Fertigung, Aspekte der Prozesstech-
nik in der Anwendung und vor allem die experimentelle Charakterisierung beschrieben.
Im Jahr 2001 wurden erste thermische und strömungsmechanische Simulationen von
keramischen Schäumen für Metallfiltration und Wärmetauscher [109, 91, 71] publiziert.
Seitdem nimmt die Zahl der publizierten numerischen Berechnungen stark zu.
1. Einleitung / Motivation 7
Abb. 1.5.: Frühes Ersatzmodell (kubische Einheitszelle) für offenporige, zellulare Materialien [54]
Anforderungen an das mechanische Modell
Die Konzepte zur Berechnung von Filterkomponenten und die erforderliche Bewertung
derselben basiert auf den gegebenen Zielstellungen sowie auf den Nebenbedingungen
der technischen Realisierbarkeit und Wirtschaftlichkeit. Folgende drei Ziele zur Abbil-
dung des mechanischen Verhaltens der Komponenten werden hier definiert:
• linear-elastisches Verhalten der Meso- und Makroskala,
• (sprödes) Versagen als Grenze des linear-elastischen Verhaltens und
• nichtlineares Verhalten.
Diese Ziele gehen mit aufsteigenden Anforderungen an die Modellierung und Lösung
der kontinuumsmechanischen Randwertaufgaben einher.
Für das linear-elastische Verhalten der Struktur sind lokal begrenzte Deformations-
spitzen nur von untergeordneter Bedeutung. Die Konvergenz im elastischen Verhal-
ten eines Ausschnittes der Mesostruktur (eines Knotens oder einiger Stege) oder auf
der Makroskala kann bereits ohne eine sehr feine Diskretisierung ermittelt werden.
Die mit der vergleichsweise groben Diskretisierung lokal auf der Mesoskala ermittelten
Spannungs- und Verzerrungssfelder sind jedoch im Allgemeinen nicht genau und eignen
sich nicht für weitere Berechnungen oder zur Identifizierung von Materialparametern
[107]. Im Idealfall lässt sich solch eine elastische Lösung bereits mit Strukturmodel-
len berechnen. Wie die Übersicht in Daxner [31] über den vielseitigen Einsatz von
Strukturmodellen zeigt, wird diese Annahme bei der Berechnung von Schäumen in der
Literatur vielfach vorausgesetzt.
Für den Prozess des Strukturversagens des Filters stehen im Wesentlichen zwei Ver-
sagensmodelle zur Verfügung:
• Kommt es an materiellen Punkten der Mesoskala zur Schädigung des Grundwerk-
stoffs, findet zunächst eine Umlagerung der Belastung auf benachbarte Bereiche
statt. Ist das Potenzial zur Umlagerung erschöpft, versagt die Struktur infolge
des akkumulierten Schadens [28, 19, 54, 8].
• Es steht quasi bereits im Ausgangszustand kein Potenzial zur Umlagerung von
Belastungen zur Verfügung. Daraus folgt, dass das erste lokale Versagen auf der
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Mesoskala unmittelbar den globalen Kollaps nach sich zieht [54, 138] (weakest-
Link-Annahme).
Das Versagen mit akkumuliertem Schaden lässt sich an Schäumen mit duktilen Grund-
werkstoffen beobachten [60, 66]. Für Schäume aus spröder Keramik wurden bereits bei-
de Versagensmechanismen nachgewiesen [54]. Für die hier untersuchten Filter konnte
jedoch ausschließlich das spontane Versagen der gesamten Komponente experimentell
beobachtet [138] werden. Aus diesem Grund wird im Folgenden bis zur Erfüllung des
Versagenskriteriums angenommen, dass in der gesamten Komponente elastisches Ver-
halten vorliegt.
Das Material- und darauf aufbauend das Strukturversagen wird auf Basis der lokalen
Beanspruchung der Mesoskala bewertet. Die Konvergenz einer numerischen Lösung in
den örtlichen Spannungen und Verzerrungen führt zu höheren Anforderungen an die
Diskretisierung im Vergleich zum oben besprochenen, gemittelten elastischen Verhal-
ten. Unter Anwendung der weakest-Link -Annahme genügt es jedoch, die Feldgrößen
innerhalb (bzw. am Rand) des elastischen Verhaltens zu bestimmen. Dies kann wäh-
rend der Simulation oder als nachgelagertes Post-Processing direkt aus der Lösung an
einem Modell mit einer entsprechend feinen Diskretisierung erfolgen.
Für die Berechnung von nicht-linearem Verhalten der Filterkomponente werden Span-
nungs- und Verzerrungsfelder bereits während der Berechnung benötigt. Die Berech-
nung der Felder aus einem örtlich beschränkten Post-Processing ist dann nicht mehr
anwendbar. Das mechanische Modell muss folglich während der gesamten Simulation
hochwertige Ergebnisse für die lokalen Feldgrößen liefern.
Ansätze für das Mehrskalenproblem
Bei der Simulation des thermo-mechanischen Verhaltens von keramischen Filtern han-
delt es sich um ein typisches Mehrskalenproblem. Das Verhalten der Mikroskala wird in
Form eines Materialgesetzes für den Grundwerkstoff als bekannt angenommen. Zu be-
stimmen ist das makroskopische Deformations- und Versagensverhalten, das wesentlich
durch das Verhalten der Mesoskala bestimmt wird.
Methodisch lassen sich zwei Simulationsarten unterscheiden:
• die Berechnung ganzer Bauteile oder experimenteller Probekörper (z.B. [98, 20,
147, 5, 9]) samt ihrer zellularen Struktur als Gesamtmodell und
• die Berechnung repräsentativer Ausschnitte oder Ersatzmodelle der zellularen
Struktur durch Skalentrennung und Anwendung von Homogenisierungsmethoden
(z.B. [78, 119, 113, 114]).
Ein Gesamtmodell eines keramischen Filters besteht aus zumindest mehreren tausend
Zellen mit zehntausenden Stegen und Knoten. Diese Modelle zeichnen sich zumeist
durch einen enormen Ressourcenbedarf im Modellierungsprozess und während der nu-
merischen Simulation aus. Die Trennung der Skalen und Anwendung von Homoge-
nisierungsmethoden kann zu einer Reduzierung des Ressourcenbedarfs führen. An die
Skalentrennung sind jedoch Bedingungen geknüpft, die für jeden Anwendungsfall über-
prüft werden müssen.
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Ansätze zur Reduzierung des numerischen Aufwands
Gesamtmodelle der Filterkomponente sind mit gängiger PC-Technik nicht effizient
handhabbar. Die Modelle eines Filters aus einem bildgebenden Verfahren (Voxelmodell)
bzw. ein computergeneriertes Modell mit der Größe von 50x50x20mm und einer Auf-
lösung von mindestens 50Voxel/mm beansprucht mehr als 20GB Speicher. Bei der
Darstellung und Verarbeitung dieser Modelle zu FEM-Modellen wird zudem ein Viel-
faches der Modellgröße in Form von Hauptspeicher benötigt. Aktuelle CAD- und FEM-
Software verfügt nicht über die entsprechenden Funktionen zur effizienten Speicherver-
waltung und Parallelisierung für die Modellierung und Bearbeitung von Modellen die-
ser Größe. Allerdings sind alle fortschrittlichen FEM-Produkte mittels Parallelisierung,
Domain-Bildung und dynamischer Speicherverwaltung in der Lage, numerische Lösun-
gen auf speziellen Hochleistungsrechnern (HPC) zu berechnen. Aufgrund des iterativen
Lösungsprozesses für nicht-lineare Probleme gestatten die langen Laufzeiten solcher Si-
mulationen keine wirtschaftlichen parametrischen Studien oder die Anwendung von Op-
timierungsverfahren. Im Rahmen der Lösungsmethoden für dieses Mehrskalenproblem
wird die Anwendung von Homogenisierungsverfahren zur Skalentrennung innerhalb sei-
ner Einsatzgrenzen klar bevorzugt. Dennoch wird die Möglichkeit der Simulation mit
Gesamtmodellen immer dann benötigt, wenn Homogenisierungsansätze nicht eingesetzt
werden können oder verifiziert werden müssen.
Infolge der zufälligen zellularen Struktur des Filters sind bereits Modelle für einen
repräsentativen Ausschnitt der Mesostruktur so umfangreich, dass auch diese an techni-
sche und wirtschaftliche Grenzen der Rechentechnik stoßen. Insbesondere für eingebet-
tete Lösungsverfahren der Homogenisierung (z.B. die FE2-Methode) entsteht dadurch
eine Abhängigkeit von Hochleistungsrechentechnik, die die praktische Anwendung ein-
schränkt. Deshalb werden beim Einsatz von Homogenisierungsmethoden weitere Ver-
fahren zur Reduzierung des numerischen Aufwands genutzt. Dazu zählen insbesondere:
• der Einsatz von strukturmechanischen Ansätzen (z.B. Balken- und Schalenele-
mente) [54, 149, 141, 56, 65, 46],
• die Reduzierung der Modellgröße oder der Diskretisierung [147, 20],
• die Idealisierung der Topologie mit deterministischen Modellen (z.B.Kelvin- und
Weaire-Phelan-Zelle) [133, 78, 142, 114] und
• die Idealisierung der Morphologie.
Vereinfachte morphologische Details werden auch insbesondere dann eingesetzt, wenn
die entsprechenden Informationen nicht zur Verfügung stehen. Die Vernachlässigung
von inhomogenen Materialverteilungen und Zellanisotropien sowie die Idealisierung
mit geometrischen Primitiven ist gängige Praxis für deterministische und computerge-
nerierte geometrische Modelle. Andererseits wurden diese Eigenschaften jedoch bereits
in verschiedenen Modellierungsansätzen berücksichtigt [56, 89, 67, 50].
1.2.2. Geometrische Modellbildung
Der Einsatz von bildgebenden Verfahren, wie z.B. Computertomographie (CT) und Ma-
gnetresonanztomographie (MRT), führt zu genauen geometrischen Computermodellen
und der Entwicklung von statistischen Analyse- und Rekonstruktionswerkzeugen für
zellulare Materialien [103, 88, 108]. Dies ermöglicht die Simulation von Probekörpern,
deren Struktur direkt ermittelt wird, wodurch Fehler infolge von Modellabweichungen
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reduziert werden können. Eine weitere Steigerung ergibt sich aus In-situ-Versuchen, in
denen die Probenstruktur während des Experiments erfasst wird und sich das gemes-
sene Verhalten leichter mit Deformationen der Materialstruktur korrelieren lässt. Die
bildgebenden Verfahren ermöglichen weiterhin eine bessere mathematische Erfassung
der Struktureigenschaften. Darauf basieren Arbeiten zur Computergenerierung von sta-
tistisch ähnlichen/repräsentativen Modellen, z.B. mittels Voronoi- und Laguerre-
Mosaiken [84, 87]. Die Qualität der Detailabbildung und somit die Stärke der Modelle
aus bildgebenden Verfahren beruht essentiell auf der verfügbaren Auflösung.
Bevor diese Technologien zur Verfügung standen musste die Struktur aus Schliffbil-
dern zusammengesetzt [54] oder mittels Auszählen aus Mikroskopaufnahmen ermittelt
werden [95]. Daneben wurden auch Vorschläge zur Simulation des Prozesses der Auf-
schäumung entwickelt (z.B. [14, 79]), um daraus Topologiemodelle abzuleiten. Compu-
termodelle aus bildgebenden Verfahren, Schliffbildern und simulierter Aufschäumung
lassen sich nur aufwändig bearbeiten und eignen sich deshalb schlecht für geometrische
Parameterstudien.
Vollständig vom Computer generierte Modelle werden häufig mit booleschen Ope-
rationen aus einfachen Objekten zusammengesetzt. Dies gestattet viele Möglichkeiten
in der Anpassung von Struktur und Geometrie. Da eine automatische, selektive Erzeu-
gung von Verrundungen mit CAD-Werkzeugen sehr aufwändig ist, weisen diese Modelle
ungewollte Kanten in der Geometrie, z.B. zwischen Stegen und Zellwänden, auf. Auf-
grund des hohen Einflusses auf das mechanische Verhalten sollten Verrundungen und
Kanten in den Modellen jedoch möglichst realistisch abgebildet werden.
1.3. Zielsetzung der Arbeit
Aufgrund der anspruchsvollen Modellierung und Simulation von offenporigen zellula-
ren Materialien sind die in der Literatur angewandten Berechnungskonzepte zumeist
Resultate von technischen Restriktionen, anstatt durch Anforderungen und Zielstel-
lungen motiviert. Für die zahlreichen eingesetzten Modellvereinfachungen fehlt jedoch
eine systematische Analyse des Einflusses auf das thermo-mechanische Verhalten. Die
verbliebene Aussagekraft der mit diesen Modelle erzeugten Ergebnisse ist folglich un-
bekannt. Ungeprüft bleiben dabei in der Regel:
• die Bedingungen für die eingesetzte Homogenisierungsmethode,
• die Repräsentativität des gewählten Ausschnittes für die Struktur des Werkstoffs,
• die Zulässigkeit der Vernachlässigung von topologischen und morphologischen Ei-
genschaften des Werkstoffs und
• die Erfüllung der Anforderungen an die Güte der Ergebnisse basierend auf den
mechanischen Ansätzen (z.B. Strukturmechanik) und der Netzdiskretisierung.
Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist die Annahme, dass das Modell der Me-
soskala grundlegenden Einfluss auf die Qualität der thermo-mechanischen Simulationen
zellularer Materialien ausübt. Sowohl für Gesamtmodelle als auch für repräsentati-
ve Ausschnitte sind die Aspekte der geometrischen und mechanischen Modellbildung
wesentliche Bestandteile des Simulationskonzepts und erfordern eine systematische Ve-
rifikation.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden diese Modelleigenschaften parametri-
siert und einer Sensitivitätsanalyse unterworfen. Führt eine Modellvereinfachung zu
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einer Ergebnisabweichung im zulässigen Bereich, darf sie angewendet werden. Der zu-
lässige Bereich folgt aus der Aufgabenstellung (Elastizität, Versagen, Plastizität) und
den damit verbundenen Anforderungen an die Simulationsergebnisse. Die Betrachtung
verschiedener Anforderungsgruppen, z.B. Qualität der gemittelten bzw. örtlichen De-
formationsantwort einer Struktur, gestattet es, Einsatzgrenzen und zulässige Intervalle
für Modellvereinfachungen abzuleiten. Für die Klassifizierung in essenzielle Modellei-
genschaften und die in definierten Grenzen vereinfachbaren Eigenschaften genügt häufig
eine lokale Sensitivitätsanalyse. Durch separate Variation der Parameter und Fixierung
aller weiteren Modellparameter lässt sich eine Korrelation mit den Simulationsergeb-
nissen ermitteln. Eine genauere Bewertung kann weiterhin durch Festsetzung von Inter-
vallen für alle weiteren Parameter gewonnen werden. Diese globale Sensitivitätsanalyse
führt infolge der steigenden Anzahl benötigter Lösungen zu einem höheren numerischen
Aufwand. Die im Folgenden angestrebten Bewertungen können überwiegend aus loka-
len Sensitivitätsanalysen abgeleitet werden, sodass nur vereinzelt mehrparametrische
Analysen ausgeführt werden.
Die Sensitivität des makroskopischen Filterverhaltens gegenüber strukturmechani-
schen Ansätzen und verschiedenen morphologischen Eigenschaften wird an kleinen de-
terministischen Topologien untersucht. Dadurch können detailreiche Modelle mit feiner
Diskretisierung als Referenzergebnisse verwendet werden. Dem liegt die Annahme zu-
grunde, dass daraus resultierende Trends in den Ergebnissen nicht vorrangig von der
Topologie bestimmt werden und deshalb auch in vereinfachten Strukturen auftreten.
Weiterhin wird der Einfluss der Topologie aus dem Vergleich von deterministischen und
zufälligen Strukturen bestimmt. Dabei kommen strukturmechanische Modelle zum Ein-
satz, deren Einfluss auf das mechanische Verhalten des Filters zuvor untersucht wird.
Auf diese Weise trägt die vorliegende Arbeit konzeptionell zur Modellierung und
Simulation der Mesostruktur offen-poriger zellularer Materialien bei. Die Einsatzgebie-
te umfassen sowohl Gesamtmodell- als auch Homogenisierungssimulationen. Es wer-
den insbesondere Berechnungskonzepte für keramische Filter entwickelt und bewertet.
Die beiden nachfolgenden Kapitel führen in die Grundlagen der Homogenisierung und
die verwendeten Modelle ein. Das Homogenisierungsverfahren für finite Deformationen
wird für fluiddurchströmte zellulare Materialien erweitert. In Kap. 3 wird weiterhin
eine neuartige Modellierungsmethodik beschrieben. Diese gestattet neben der akkura-
ten geometrischen Abbildung eines Filters auch die vollständige Automatisierung des
Generierungsprozesses. Neben den vielfach in der Literatur beschriebenen strukturme-
chanischen Modellen werden auch Hybridmodelle untersucht. In diesen werden struk-
turmechanische Ansätze nur in ausgewählten Bereichen der Modelle angewandt. Die
Ergebnisse der Sensitivitätsanalysen in Kap. 4 werden mit bekannten Ergebnissen aus
der Literatur verglichen und ausführlich bewertet. Für strukturmechanische Modelle
konnte dabei auf vorhandene analytische Lösungen des elastischen Verhaltens zurück-
gegriffen werden und eine analytische Lösung für das Versagensverhalten entwickelt
werden. Durch Anwendung der Homogenisierungskonzepte auf eine idealisierte Filter-
komponente in Kap. 5 sollen die in Kap. 5.1 erarbeiteten Möglichkeiten und Grenzen der
Homogenisierung für keramische Filter demonstriert werden. Den Abschluss der Arbeit
bilden die Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse und der Ausblick auf zukünftige
Aufgaben.
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2. Grundlagen der
Homogenisierung
Homogenisierung und die einhergehende Trennung von Größenskalen bilden ein fun-
damentales Konzept der Kontinuumsmechanik, um das Verhalten diskreter Werkstoff-
gefüge mittels kontinuierlicher Feldgrößen abzubilden. Im vergangenen Jahrhundert
wurden verschiedene Homogenisierungsstrategien verfolgt, wie z.B. Mischungsregeln,
die Theorie effektiver Medien, selbstkonsistente Modelle und asymptotische Homoge-
nisierung (vgl. Übersicht in Kouznetsova [81]). Allen gemein ist die Identifizierung bzw.
Annäherung des Materialverhaltens auf der homogenen, kontinuierlichen Makroskala
durch Analyse der heterogenen nächstkleineren Größenskala. Mit der Etablierung der
modernen Rechentechnik trat die computergestützte Homogenisierung, basierend auf
repräsentativen Volumenelementen (RVE), in den Vordergrund. Durch pfadabhängiges
Materialverhalten und finite Deformationen auf Meso- und Makroskala gestaltet sich
die Identifikation eines makroskopischen Materialgesetzes in geschlossener Form zuneh-
mend schwieriger. Dieses Problem wird mittels eingebetteter Lösungsverfahren umgan-
gen, indem materiellen Punkten des makroskopischen Kontinuums ein entsprechendes
RVE und die adaptive Lastgeschichte zugeordnet werden (FE2). Dabei repräsentiert
das RVE indirekt die konstitutiven Beziehungen der Makroskala. Eine Übersicht über
die verschiedenen Homogenisierungskonzepte und -strategien bieten z.B. Kouznetsova
[81], Massart u. a. [94] und Souza Neto und Feijóo [128].
Die erste fundamentale Annahme der Homogenisierung ist die Möglichkeit zur Tren-
nung der Feldgrößenverläufe in verschiedene Skalen. Aus dieser Forderung lassen sich
Bedingungen für die Größe des RVE ableiten [81, 94]. Demnach müssen Ortsableitun-
gen der Feldgrößen, die nicht von der makroskopischen Kontinuumstheorie einbezogen
werden, innerhalb des RVE vernachlässigbar klein sein. Weiterhin muss die Größe des
RVE gering gegenüber der charakteristischen Länge der Feldgrößenfluktuationen auf
der Makroskala sein. Andererseits muss das RVE größer als die charakteristische Länge
der Feldgrößenfluktuationen auf der Mesoskala sein. Das schließt bei zufälligen Struktu-
ren ein, dass das RVE statistisch homogen sein muss. Die zweite wesentliche Annahme
vieler Homogenisierungskonzepte ist, dass die Geometrie des RVE in seiner lokalen Um-
gebung periodisch fortsetzbar sein muss [81]. Diese Annahme ist in der Umgebung von
makroskopischen Diskontinuitäten inkonsistent. Für diese Konzepte muss die Größe
des RVE daher deutlich unterhalb der Bauteil- bzw. Lokalisierungsgröße liegen.
2.1. Homogenisierung 1. Ordnung
2.1.1. Formulierung des Skalenübergangs
Die RVE-basierte Homogenisierung bedient sich der Kontinuumsmechanik. Im Folgen-
den wird auf deren Elemente und Konzepte nur soweit eingegangen, wie sie für die Dar-

2. Grundlagen der Homogenisierung 14
sich die virtuelle Leistung in der Referenzkonfiguration (Index (·)R) als∫
ΩR
P : δF˙ dV −
∫
ΩR
b · δv dV −
∫
∂ΩR
p · δv dA = 0. (2.2)
Die virtuellen kinematischen Größen sind der virtuelle Geschwindigkeitsvektor δv und
die Rate des virtuellen Deformationsgradienten δF˙ . Die konjugierten verallgemeinerten
Kräfte und Spannungen (duale Größen) sind der Volumenkraftvektor b, der Randspan-
nungsvektor p und der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P . Auf der Mesoska-
la kann die verallgemeinerte Verschiebung um in einen Anteil mit Abhängigkeit von
der makroskopischen Kinematik u¯m und den Verschiebungsfluktuationen u˜m unterteilt
werden:
um = u¯m + u˜m. (2.3)
Die kinematische Kopplung beider Skalen wird durch Einfüge- und Homogenisie-
rungsoperatoren definiert. Sie verknüpfen die Größen an einem materiellen Punkt auf
der Makroskala (·)M mit den Feldgrößen des RVE (·)m. Die Operatoren müssen zuein-
ander kompatibel sein und bestimmen das Wesen eines Homogenisierungsmodells. Für
finite Deformationen ist folgende Kopplung geeignet:
u¯m := uM +HM · (η − η0) (Einfügeoperator) (2.4)
uM :=
1
VR
∫
ΩR
um dV (Homogenisierungsoperator) (2.5)
HM :=
1
VR
∫
ΩR
Hm dV (Homogenisierungsoperator). (2.6)
Gleichung (2.6) wird auch in der äquivalenten Formulierung
FM :=
1
VR
∫
ΩR
Fm dV (2.7)
angegeben. Die Kompatibilitätsforderung der Kopplungsoperatoren führt für die oben
eingeführte Konstante η0 auf die Bedingung
η0 =
1
VR
∫
ΩR
η dV (2.8)
und für das Feld der Verschiebungsfluktuationen auf∫
ΩR
u˜m dV = 0 (2.9)∫
ΩR
Gradu˜m dV = 0. (2.10)
Durch die Anwendung des Integralsatzes von Gauss [12] kann Gl. (2.10) in ein Ober-
flächenintegral überführt werden:∫
∂ΩR
nR ⊗ u˜m dA = 0. (2.11)
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Der Rand des RVE in der Referenzkonfiguration ist ∂ΩR und die zugehörigen Oberflä-
chennormalen sind nR. Die Bedingungen (2.9) und (2.11) bilden die minimal beschränk-
te Menge der kinematisch zulässigen Verschiebungsfluktuationen der Mesoskala:
K˜m :=
{
u ∈ V |
∫
∂ΩR
nR ⊗ u dA = 0;
∫
ΩR
u dV = 0
}
(2.12)
u˜m ∈ K˜m. (2.13)
Daneben können auch weitere geeignete Beschränkungen der RVE-Kinematik defi-
niert werden. Die vollständige Unterdrückung der Verschiebungsfluktuationen im RVE
mit u˜m = 0, ∀η ∈ Ω heißt Taylor-Voigt-Bedingung oder Mischungsregel. Diese
stellt gerade die maximal beschränkte Menge der kinematisch zulässigen Verschiebungs-
fluktuationen dar und enthält ausschließlich das Null-Element.
Außerdem wird auch die homogene Verschiebungsrandbedingung eingesetzt. Bei die-
ser werden die Fluktuationen auf dem Rand unterdrückt: u˜m = 0, ∀η ∈ ∂Ω. Die
Annahme einer homogenen Randspannung (Sachs-Reuss-Bedingung) erfüllt im Ge-
gensatz zu den beiden vorangegangenen Beschränkungen nicht a priori Gl. (2.12).
Die Einführung einer kinematischen Beschränkung der Mesoskala erfordert eine phy-
sikalische Motivation. Für die vielfach angewandte periodische Randbedingung gibt es,
abgesehen von periodischen Strukturen, keine zwingende Legitimation. Es konnte je-
doch gezeigt werden, dass diese Verschiebungsrandbedingung mit ansteigender RVE-
Größe zu einer schnelleren Konvergenz der Steifigkeit führt [80]. Besteht der Rand
des RVE abschnittsweise aus parallelen Paaren ∂ΩR
 und ∂ΩR
+ mit punktweise ent-
gegengesetzten Oberflächennormalen n = −n+, so kann die Menge der zulässigen
Verschiebungsfluktuationen auf dem Rand auf periodische Fluktuationen
u˜m(η
) = u˜m(η
+) mit η ∈ ∂ΩR, η+ ∈ ∂ΩR+ (2.14)
beschränkt werden. Mittels der Gleichungen (2.14), (2.3) und (2.4) wird jedem homo-
logen Paar von Oberflächenpunkten {η,η+} die Differenz der Ortsvektoren
x+ − x = FM · (η+ − η), (2.15)
nicht jedoch der absolute Ort (und damit die Verschiebung) als Randbedingung vor-
geschrieben. Unter Vorgabe von Dirichlet-Bedingungen auf dem Rand können dort
keine Randspannungen pm mehr vorgeschrieben werden. Handelt es sich hierbei fer-
ner um periodische Verschiebungsfluktuationen, impliziert dies antiperiodische Ober-
flächenspannungen
pm(η
) = −pm(η+) mit η ∈ ∂ΩR, η+ ∈ ∂ΩR+. (2.16)
Folglich sind antiperiodische Oberflächenspannungen keine zusätzlich an das RVE zu
stellende Bedingung, sondern vielmehr eine Folge aus dem für die virtuellen Verschie-
bungsfluktuationen gewählten Raum [128, 86].
Kern des generalisierten Homogenisierungskonzepts ist das Prinzip der virtuellen
Mehrskalenleistung. Diese Verallgemeinerung des bekannten Hill-Mandel-Prinzips
fordert die Gleichheit zwischen totaler virtueller Leistung eines Punktes der Makroskala
und der des Gebiets der Mesoskala:
VR δP
tot
M
!
=
∫
ΩR
δP totm dV . (2.17)
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An dieser Stelle soll die zellulare Struktur des RVE einbezogen werden. Dabei greifen
durch das Fluid hervorgerufene Oberflächenkräfte an der Grenzfläche zwischen Pore
und Feststoff an. Dem liegen die Annahmen zugrunde, dass das Fluid und der Fest-
stoff im RVE entkoppelt betrachtet werden können und das Fluid für die mechanische
Betrachtung mittels Oberflächenkräfte modelliert wird. Unter Beachtung der Variati-
onsformulierung beider Skalen (2.2) kann (2.3) und (2.4) in
VRPM : δF˙M − VR bM · δvM !=
∫
ΩR
F
Pm : δF˙m dV−∫
ΩR
F
bm · δvm dV −
∫
∂ΩR
G
pm · δvm dA (2.18)
eingesetzt werden. Daraus folgt die ausführliche Forderung (vgl. Ableitung in [15]):
PM : δF˙M − bM · δvM != 1
VR
{∫
ΩR
F
[Pm − bm ⊗ (η − η0)] dV−∫
∂ΩR
G
pm ⊗ (η − η0) dA
}
: δF˙M−
1
VR
{∫
ΩR
F
bm dV +
∫
∂ΩR
G
pm dA
}
· δvM+
1
VR
{∫
ΩR
F
Pm : Gradδv˜m dV−∫
ΩR
F
bm · δv˜m dV −
∫
∂ΩR
G
pm · δv˜m dA
}
. (2.19)
Aus dem Vergleich der Terme beider Gleichungsseiten können die dualen Homogeni-
sierungsoperatoren abgeleitet werden:
PM =
1
VR
∫
ΩR
F
[Pm − bm ⊗ (η − η0)] dV −
1
VR
∫
∂ΩR
G
pm ⊗ (η − η0) dA (2.20)
bM =
1
VR
∫
ΩR
F
bm dV +
1
VR
∫
∂ΩR
G
pm dA (2.21)
Weiterhin zeigt sich, dass die mesoskopischen virtuellen Fluktuationen ein geschlossenes
Gleichgewichtssystem bilden müssen und somit nicht zu den makroskopischen Größen
beitragen:∫
ΩR
F
Pm : Gradδv˜m dV −
∫
ΩR
F
bm · δv˜m dV −
∫
∂ΩR
G
pm · δv˜m dA = 0. (2.22)
Das mechanische Variationsproblem der Mesoskala ist folglich durch die Gleichungen
(2.22), (2.12) und (2.13) vollständig definiert.
Der vorgestellten Homogenisierungsmethode genügen drei grundlegende Hypothesen:
1. Prinzip der kinematischen Zulässigkeit basierend auf geeigneten Einfüge- und
Homogenisierungsoperatoren
2. Dualitätsprinzip der kinematischen und der Spannungs- sowie Kraftgrößen (Leis-
tungskonjugiert)
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3. Prinzip der virtuellen Mehrskalenleistung
Die zu definierenden Einfüge- und Homogenisierungsoperatoren sind fundamental für
ein konkretes Homogenisierungsmodell, wohingegen die kinematisch zulässigen Räume
und die dualen Spannungs- und Kraftgrößen logische Konsequenzen aus der Variati-
onsformulierung und den drei Hypothesen sind.
Überführung in Oberflächenintegrale
Die Auswertung von Volumenintegralen bedeutet einen hohen numerischen Aufwand.
Deshalb werden diese Integrale, soweit möglich, unter Anwendung des Integralsatzes
von Gauss in Oberflächenintegrale überführt. Diese können mit erheblich geringerem
Rechenaufwand gelöst werden. Aus dem folgenden Zusammenhang für den Spannungs-
tensor
Div [Pm ⊗ (η − η0)] = DivPm ⊗ (η − η0) + Pm (2.23)
und der lokalen Gleichgewichtsbedingung
DivPm = −bm (2.24)
ergibt sich aus Gl. (2.20) für die Spannungshomogenisierung
PM =
1
VR
∫
ΩR
F
Div[Pm ⊗ (η − η0)] dV −
1
VR
∫
∂ΩR
G
pm ⊗ (η − η0) dA (2.25)
bzw. nach Anwendung des Integralsatzes:
PM =
1
VR
∫
∂ΩR
F
pm ⊗ (η − η0) dA. (2.26)
Auch bei Anwesenheit von Volumenkräften und Oberflächenlasten im RVE kann der
Homogenisierungsoperator für die Spannung in ein Oberflächenintegral überführt wer-
den. Für die Homogenisierung der externen Kräfte (2.21) ist dies nicht möglich. Liegen
die externen RBD jedoch in analytischer Form vor, kann die numerische Auswertung
der Integrale durch analytische Lösungen ersetzt werden.
Für periodische RVE-Geometrien lässt sich ihr Rand eindeutig in parallele Paare
{∂Ω(i), ∂Ω(i)+} zerlegen. Zu jedem Paar kann ein Vektor ∆η(i) gefunden werden, der
jedem homologen Paar von Punkten auf dem Rand den Abstand
η(i)+ = η(i) + ∆η(i) mit η(i) ∈ ∂Ω(i), η(i)+ ∈ ∂Ω(i)+ (2.27)
zuweist. Durch die Aufteilung der Ränder und die antiperiodischen Oberflächenspan-
nungen für periodische RBD (vgl. Gl. (2.16)) kann die Auswertung der Oberflächenin-
tegrale auf die Hälfte der RVE-Flächen reduziert werden:
PM =
1
VR
∫
∂ΩR
F
pm ⊗ (η − η0) dA =
=
1
VR
∑
i
[∫
∂ΩR
F(i)
pm ⊗ (η(i) − η0) dA+
∫
∂ΩR
F(i)+
p+m ⊗ (η(i)+ − η0) dA
]
=
1
VR
∑
i
∫
∂ΩR
F(i)+
pm dA⊗∆η(i). (2.28)
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Kleine Deformationen
Weitere Vereinfachungen lassen sich unter der Annahme kleiner makroskopischer und
kleiner mesoskopischer Deformationen finden. Damit können die Homogenisierungsope-
ratoren auch auf den kinematisch linearisierten Verzerrungstensor und den Cauchy-
Spannungstensor S übertragen werden
E
(L)
M =
1
2
[HM + (HM)
ᵀ]
=
1
2VR
[∫
Ω
Hm dV +
∫
Ω
(Hm)
ᵀ dV
]
=
1
VR
∫
Ω
E(L)m dV (2.29)
SM =
1
VR
∫
Ω
Sm dV (2.30)
Die Überführung des Verzerrungstensors in ein Oberflächenintegral führt auf:
E
(L)
M =
1
2VR
∫
∂Ω
(n⊗ um + um ⊗ n) dA. (2.31)
Für periodische RVE-Geometrien und RBD vereinfacht sich die Spannungshomogeni-
sierung zudem zu:
SM =
1
VR
∑
i
∫
∂ΩR
F(i)+
tm dA⊗∆η(i). (2.32)
2.1.2. Implementierung in die Finite Elemente Methode
Im Rahmen dieser Arbeit wird der kommerzielle FEM-Code Abaqus verwendet [1].
Weiterhin werden fortan grundsätzlich kleine Deformationen vorausgesetzt und pe-
riodische RBD angewandt. Gleichung (2.15) lässt sich ebenso für die Differenz der
Verschiebungen formulieren
u(i)+m − u(i)m = (FM − I) ·∆η(i) = ∆u(i), (2.33)
wobei die Verschiebungsdifferenz ∆u(i)m für jedes Paar {∂Ω(i), ∂Ω(i)+} konstant ist. Die
durch Gl. (2.33) dargestellte lineare Nebenbedingung für periodische Verschiebungs-
fluktuationen kann in der FEM direkt mittels Eliminationsmethode oder durch La-
grange Multiplikatoren in das Gleichungssystem implementiert werden. Es hat sich
als praktisch erwiesen, die verbliebenen Verschiebungsfreiheitsgrade des RVE-Rands
∆u
(i)
m auf neu einzuführende Referenzknoten zu übertragen. Die Anzahl der benötigten
Referenzknoten entspricht der Anzahl an Randpaaren {∂Ω(i), ∂Ω(i)+}. Alternativ wird
in der Literatur die Verschiebungsdifferenz ∆u(i)m über die Verschiebung der RVE-Ecken
definiert. Beide Methoden führen zu äquivalenten Formulierungen des FEM-Problems.
Die effizienteste Implementierung linearer Nebenbedingungen in Abaqus erfolgt über
sogenannte Equations. Dabei wird die Eliminationsmethode umgesetzt. Infolge der Ne-
benbedingungen akkumulieren sich die Reaktionskräfte des RVE-Rands an den ent-
sprechenden Referenzknoten zu
t¯
(i)
m =
∫
∂ΩR
F(i)+
tm dA. (2.34)
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Die effektiven Spannungen lassen sich dann aus
SM =
1
VR
∑
i
t¯
(i)
m ⊗∆η(i) (2.35)
bestimmen. Durch Einsetzen von Gl. (2.33) in die Beziehung für die effektive Verzerrung
(Gl. (2.31)) folgt
E
(L)
M =
∑
i
1
2 l(i)
[
n(i) ⊗∆u(i)m + ∆u(i)m ⊗ n(i)
]
(2.36)
mit
n(i) =
∫
∂Ω(i)+
n(i)+ dA
|| ∫
∂Ω(i)+
n(i)+ dA|| l
(i) =
V
|| ∫
∂Ω(i)+
n(i)+ dA|| .
Für quaderförmige RVE ist n(i) der Normalenvektor der Ränder. Außerdem ist l(i) in
diesem Fall die Kantenlänge des RVE entlang der Normalenrichtung. Die Bestimmungs-
gleichungen für die effektive Spannung und Verzerrung hängen somit ausschließlich von
den Verschiebungen und Kräften an den Referenzknoten sowie geometrischen Eigen-
schaften des RVE ab.
Zur Erfüllung von Gl. (2.9) werden sowohl die drei verbliebenen translatorischen
als auch die drei rotatorischen Freiheitsgrade des RVE gebunden. Für ein zum RVE-
Zentrum punktsymmetrisches Punktepaar {ηsym,ηsym+} wird die Nebenbedingung
um(η
sym) = −um(ηsym+) (2.37)
vorgeschrieben. Globale Rotationen werden durch
[∆um]
(i)
j
||∆η(i)|| =
[∆um]
(j)
i
||∆η(j)|| , ∀i,j | i 6= j (2.38)
unterbunden. Diese willkürliche Bindung der globalen Freiheitsgrade des RVE stellt
für quasi-statische Probleme keine Einschränkung der Allgemeinheit dar. Im Gegen-
satz zur direkten Implementierung von Gl. (2.9) wird die Schmalbandigkeit der globalen
Steifigkeitsmatrix des Systems jedoch nicht beeinflusst. Deshalb weist sich die Imple-
mentierung mittels der Gl. (2.37) und (2.38) durch eine verbesserte numerische Effizienz
aus.
2.1.3. Elastisches Materialverhalten
Das linear-elastische Materialverhalten nachHooke in der vereinfachtenVoigt-Notation
[s] = [C][e] (2.39)
ermöglicht eine übersichtliche Darstellung der Komponenten des Steifigkeitstensors.
Dazu werden die sechs unabhängigen Spannungs- und Verzerrungskomponenten zu den
Vektoren [s] und [e] zusammengefügt. Die Steifigkeitsmatrix [C] enthält für anisotropes
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Materialverhalten 21 unabhängige Komponenten. Diese lassen sich mit den Ergebnissen
von sechs unabhängigen Lastfällen aus der Beziehung

S11
S22
S33
S12
S13
S23
 = [M ]

C11
C12
C13
...
C22
C23
C24
...
C66

(2.40)
mit
[M ] =

E11 E22 E33 2E12 2E13 2E23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E11 0 0 0 0 E22 E33 2E12 2E13 2E23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E11 0 0 0 0 E22 0 0 0 E33 2E12 2E13 2E23 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E11 0 0 0 0 E22 0 0 0 E33 0 0 2E12 2E13 2E23 0 0 0
0 0 0 0 E11 0 0 0 0 E22 0 0 0 E33 0 0 2E12 0 2E13 2E23 0
0 0 0 0 0 E11 0 0 0 0 E22 0 0 0 E33 0 0 2E12 0 2E13 2E23

bestimmen. Sij und Eij sind die Komponenten des Spannungs- und Verzerrungsten-
sors, und Cij die Komponenten der Steifigkeitsmatrix. Für isotropes Materialverhalten
reduziert sich das Problem auf zwei unabhängige Parameter
C11 = C22 = C33 (2.41)
C12 = C13 = C23 (2.42)
C44 = C55 = C66 =
1
2
(C11 − C12), (2.43)
wobei alle nicht aufgeführten Komponenten Null sind. Im Folgenden wird das elastische
Verhalten von Schäumen unter anderem anhand der Kelvin-Zelle und der Weaire-
Phelan-Zelle untersucht. Beide weisen aufgrund ihrer geometrischen Symmetrien auf
der Makroskala kubisch-orthotropes Verhalten auf. Dabei sind die Schubkomponenten
C44 = C55 = C66 nicht mehr mit den Komponenten C11 und C12 verknüpft, und es gibt
drei unabhängige Parameter. Dennoch genügt bereits ein spezieller Lastfall mit
[e] = [E11, 0, 0,2E12, 0, 0] (2.44)
für die Bestimmung der Steifigkeitskomponenten:
C11 =
S11
E11
C12 =
S22
E11
C44 =
S12
2E12
. (2.45)
Aus den Komponenten der Steifigkeitsmatrix lassen sich die klassischen Ingenieurs-
konstanten Elastizitätsmodul E, Schubmodul G und Querkontraktion ν berechnen [90]:
E =
(C11 − C12)(C11 + 2C12)
C11 + C12
(2.46)
G = C44 (2.47)
ν =
C12
C11 + C12
(2.48)
Weiterhin wird der Anisotropiefaktor A durch
A =
2C44
C11 − C12 (2.49)
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definiert. Dieser ist ein Maß dafür, wie gut die Isotropiebedingung (2.43) erfüllt ist.
Beide topologischen Modelle werden auch mit anisotropen Poren (Rotationsellipsoi-
den) untersucht. Dabei stellt sich ein transversal-orthotropes Verhalten (6 Parameter)
mit einer Longitudinalrichtung und einer Transversalebene ein. Entspricht die longitu-
dinale Richtung der ersten Achse des gewählten makroskopischen Koordinatensystems,
führt dies auf
EL =
C11(C22 + C23)− 2C122
C22 + C23
ET =
C11(C22
2 − C232) + 2C122(C23 − C22)
C11C22 − C122
(2.50)
GL = C44 GT = C55 (2.51)
νL =
C12
C22 + C23
νT =
C12
2 − C11C23
C12
2 − C11C22
. (2.52)
Da es sich um ein lineares Problem handelt, werden die Ergebnisse in Kapitel 4 zur
besseren Vergleichbarkeit in normierter Form dargestellt. Die Basis für die Normierung
bilden die entsprechenden Werkstoffparameter (Em, Gm) des Grundwerkstoffs.
2.1.4. Versagensfläche / Anfangsfließfläche
Das elastisch-plastische Materialverhalten ohne Ratenabhängigkeit wird in einen rein
elastischen Bereich im Spannungsraum und den angrenzenden Bereich mit hinzukom-
mendem inelastischen Verhalten unterteilt. Der elastische Bereich kann über seine kon-
vexe Grenzfläche, der sogenannten Fließfläche, definiert werden. Üblich ist die implizite
Definition im Spannungsraum mit Hilfe der Fließbedingung
f(S) = 0. (2.53)
Im Rahmen der Festigkeitsbewertung für sprödes Materialverhalten kann die elastische
Grenzfläche auch als Versagensfläche betrachtet werden. Die im Folgenden vorgestellte
Methode kann für beide Problemfälle angewandt und interpretiert werden, wobei hier
der Rand des elastischen Bereichs zunächst als Versagensfläche bezeichnet wird.
Die numerische Bestimmung der makroskopischen Versagens-/Fließfläche für zellu-
lare Materialien mittels Homogenisierung wurde bereits in Wicklein und Thoma [147]
und Demiray [34] und Daxner [31] angewandt. Dabei werden zwei unterschiedliche
Definitionen für die makroskopische, elastische Grenzfläche verwendet:
• erstmalige Erfüllung des Versagenskriteriums des Grundwerkstoffes an einem ma-
teriellen Punkt auf der nächstkleineren Skale und
• Erreichen einer definierten makroskopischen, plastischen Verzerrung [30].
Die Identifizierung der Grenzfläche in diesen Ansätzen basiert auf der Auswertung von
elastisch-plastischen Simulationen für eine große Menge an Lastpfaden und ist deshalb
rechenintensiv. Die Anzahl der Lastpfade und die Größe der plastischen Inkremente be-
stimmen die Genauigkeit der Ergebnisse. Kann jedoch für die Meso- und Makroskala
das elastische Materialverhalten als linear angenommen werden, lässt sich die Versa-
gensfläche erheblich effizienter bestimmen, wie in den folgenden beiden Abschnitten
dargelegt wird. Diese Möglichkeit wurde bereits in Daxner [29] vorgeschlagen. Neben
dem Einsatz zur Bestimmung der makroskopischen Versagensfläche lässt sich die Me-
thode auch für FE2-Simulationen einsetzen. Hier kann für einen materiellen Punkt auf
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pi-Ebene
ξ-ρ-Ebene
SIII
SII
SI
Abb. 2.4.: pi-Ebene und ξ-ρ-Ebene im Hauptspannungsraum
dargestellt [4]. In dieser Arbeit werden dazu die pi-Ebene und die ξ-ρ-Ebene verwendet
(vgl. Abb. 2.4). Die pi-Ebene steht normal zur hydrostatischen Achse (Raumdiagona-
le) im Hauptspannungsraum und enthält den Koordinatenursprung (I1 = ξ = 0). Die
ξ-ρ-Ebene enthält die hydrostatische Achse und benötigt zur Identifizierung der Aus-
richtung die Angabe des zugehörigen Lode-Winkel θ.
Materialien mit anisotropen Versagensflächen sind im Hauptspannungsraum nicht
eindeutig darstellbar, weil sie sowohl von den Hauptspannungen als auch von den
Hauptspannungsrichtungen abhängen. Werden die Richtungen mittels γ dargestellt,
kann zumindest die von γ abhängige Schar von Versagensflächen f(SI,SII,SIII,γ1,γ2,γ3)
abgebildet werden. Ist die Streuung der Versagensflächen gering, oder wird auch für un-
bekannte Materialorientierungen eine Abschätzung des elastischen Bereichs benötigt,
kann die Angabe einer unteren Schranke sinnvoll sein. Durch Grenzwertbildung lässt
sich die größte untere Schranke bestimmen:
f(SI,SII,SIII) := inf
γ1,γ2,γ3
{
f(SI,SII,SIII, γ1,γ2,γ3)
}
. (2.56)
Die untere Schranke stellt selbst eine Versagensfläche dar. Diese ist isotrop und bildet
eine konservative Abschätzung des elastischen Bereichs der anisotropen Versagensflä-
che. Der obere Grenzwert wird analog durch Bestimmung des Supremums ermittelt.
Die Differenz der beiden Schranken kann als Maß zur Abschätzung der Anisotropie der
Versagensfläche genutzt werden.
Numerische Ermittlung der Versagensfläche
Damit es auf der Meso- und Makroskala des RVE einen linear-elastischen Bereich im
Materialverhalten gibt, sind folgende Voraussetzungen erforderlich:
• Das elastische Materialverhalten in jedem materiellen Punkt des RVE ist linear.
• Es treten ausschließlich kleine Deformationen (und folglich nur kleine Rotationen)
auf der Meso- und Makroskala auf.
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• Am RVE greifen ausschließlich konstante und linear von den Verschiebungen ab-
hängige Rand- und Nebenbedingungen an.
Die elastischen Bereiche der Anfangsrandwertprobleme auf beiden Skalen lassen sich
dann durch Systeme von linearen, partiellen Differentialgleichungen (SPDG) beschrei-
ben. Motiviert durch die experimentellen Beobachtungen des Filterversagens (vgl. Kap.
1.2) kommt hier das Versagenskonzept, basierend auf dem Versagen des Grundwerk-
stoffs, zur Anwendung. (Sobald der erste materielle Punkt auf der Mesoskala den Rand
seines elastischen Verhaltens erreicht hat, stellt dies einen Punkt der makroskopischen
Versagensfläche dar.) Zur Ermittlung der makroskopischen Versagensfläche genügt es,
sich auf die Analyse des elastischen Verhaltens des RVE zu beschränken. Ist das RVE
weiterhin frei von Volumenkräften und Eigenspannungen, können die beiden linearen
SPDG als homogen angenommen werden. Dies führt auf die folgende, vereinfachte
Methode.
Es sei E(0)m eine bekannte Lösung des linearen SPDG des RVE der Form
E(0)m = G˜
(
η, uˆ(0)m (η), tˆ
(0)
m (η)
)
, (2.57)
die auch die periodischen RBD (2.14) erfüllt. Die Vektorfelder uˆ(0)m (η) und tˆ
(0)
m (η)
enthalten die angreifenden Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen und werden
im Folgenden mit uˆ(0)m durch tˆ
(0)
m abgekürzt. Das zugehörige Spannungsfeld folgt aus
dem Hookeschen Gesetz
S(0)m = C : E(0)m (2.58)
mit dem Steifigkeitstensor C. Die makroskopischen Verzerrungen und Spannungen wer-
den mit den Gleichungen (2.29) und (2.30) berechnet. Für lineare, homogene, partielle
Differenzialgleichungen gilt das Prinzip der Superposition. Demnach führt die Skalie-
rung der Randbedingungen um den Faktor κ zur gültigen, um den Faktor κ skalierten,
Lösung E(κ)m mit
E(κ)m = G˜
(
η, κuˆ(0)m , κtˆ
(0)
m
)
= κE(0)m (2.59)
S(κ)m = C : E(κ)m = κS(0)m , (2.60)
die ebenso die periodischen Randbedingungen erfüllt. Analog lässt sich für die makro-
skopischen Größen der lineare Zusammenhang mit κ zeigen:
E
(κ)
M =
1
V
∫
Ω
E(κ)m dV =
κ
V
∫
Ω
E(0)m dV = κE
(0)
M (2.61)
S
(κ)
M =
1
V
∫
Ω
S(κ)m dV =
κ
V
∫
Ω
S(0)m dV = κS
(0)
M (2.62)
Daraus folgt, dass aus einer bekannten Lösung E(0)m alle linear-elastischen Lösungen
der Meso- und Makroskala (E(κ)m , E
(κ)
M ) mit derselben Lastrichtung ermittelt werden
können. Durch Anwendung eines Versagens- bzw. Fließkriteriums f(S) = 0 für den
Grundwerkstoff lässt sich derjenige Skalierungsfaktor λm bestimmen, für den die meso-
skopische Spannung gerade kritisch wird und das Kriterium erfüllt ist. Dies geschieht
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für jeden materiellen Punkt der Mesoskala und führt folglich zu einem Feld aus Ska-
lierungsfaktoren λ(0)m (η,uˆ(0)m ,tˆ
(0)
m ). Der minimale Wert des Feldes definiert mittels Gl.
(2.62) gerade einen Punkt der makroskopischen Versagensfläche. Als Beispiele sollen
das Rankine- und das von Mises-Kriterium
fRa(S) = SI(S)− Sc (2.63)
fvM(S) =
√
3
2
SD : SD − Sc (2.64)
herangezogen werden. Für dieses Versagens- bzw. Fließkriterium lassen sich die Skalie-
rungsfaktoren aus
λRa(S) =
Sc
SI(S)
(2.65)
λvM(S) =
Sc√
3
2
SD : SD
(2.66)
berechnen, wobei SI(S) die erste (größte) Hauptspannung zurückgibt und Sc der Ma-
terialfestigkeit bzw. Fließspannung entspricht.
Aus der Grundgesamtheit der makroskopischen Belastungen kann somit jeder Punkt
der makroskopischen elastischen Versagensfläche durch Berechnung einer elastischen
Lösung des RVE ermittelt werden. Die erneute Ausnutzung des Superpositionsprin-
zips macht weiterhin die Bestimmung jeder linear-elastischen Lösung des RVE aus der
Linearkombination von sechs unabhängigen Lösungen möglich. Die in dieser Arbeit
gewählten Grundlastfälle
S
(xx)
M =
1 0 00 0 0
0 0 0
 S(yy)M =
0 0 00 1 0
0 0 0
 S(zz)M =
0 0 00 0 0
0 0 1

S
(xy)
M =
0 1 01 0 0
0 0 0
 S(yz)M =
0 0 00 0 1
0 1 0
 S(xz)M =
0 0 10 0 0
1 0 0
 (2.67)
führen zu den Lösungen E(xx)M , E
(yy)
M , E
(zz)
M , E
(xy)
M , E
(yz)
M , E
(xz)
M und den zugehörigen
Feldern der Mesoskala. Die Spannungs- und Verzerrungslösungen des RVE für einen
beliebigen Lastfall, gegeben durch
SM = h
(xx) S
(xx)
M + h
(yy) S
(yy)
M + h
(zz) S
(zz)
M
h(xy) S
(xy)
M + h
(yz) S
(yz)
M + h
(xz) S
(xz)
M =
h(xx) h(xy) h(xz)h(xy) h(yy) h(yz)
h(xz) h(yz) h(zz)
 , (2.68)
2. Grundlagen der Homogenisierung 26
sind gerade
Em = h
(xx)E(xx)m + h
(yy)E(yy)m + h
(zz)E(zz)m
h(xy)E(xy)m + h
(yz)E(yz)m + h
(xz)E(xz)m (2.69)
EM = h
(xx)E
(xx)
M + h
(yy)E
(yy)
M + h
(zz)E
(zz)
M
h(xy)E
(xy)
M + h
(yz)E
(yz)
M + h
(xz)E
(xz)
M (2.70)
Sm = h
(xx) S(xx)m + h
(yy) S(yy)m + h
(zz) S(zz)m
h(xy) S(xy)m + h
(yz) S(yz)m + h
(xz) S(xz)m . (2.71)
Der Vorteil dieser speziellen Grundlastfälle ist, dass die Faktoren h gerade den sechs un-
abhängigen Spannungskomponenten des makroskopischen Spannungstensors SM ent-
sprechen. Für die Ermittlung der makroskopischen Versagensfläche genügen für den all-
gemeinen anisotropen Fall sechs numerische Simulationen. Können weitere Annahmen
zum makroskopischen Materialverhalten (z.B. kubisch oder isotrop) getroffen werden,
kann die Anzahl der Grundlastfälle auf drei bzw. zwei Lastfälle reduziert werden.
Die numerische Ermittlung der Versagensfläche geschieht somit in folgenden Schrit-
ten:
1. Numerische Berechnung der sechs mesoskopischen Spannungsfelder zu den sechs
Grundlastfällen, z.B. mittels FEM
2. Wahl des Rasters für den makroskopischen Spannungsraum:
a) Ermittlung der Linearfaktoren h für den makroskopischen Spannungspunkt
b) Berechnung des mesoskopischen Spannungsfelds aus Gl. (2.71)
c) Berechnung des Skalierungsfaktorfelds λ(0)m (η,uˆ(0)m ,tˆ
(0)
m ) und dessen Minimum
d) Berechnung des kritischen Spannungswerts für die makroskopische Versa-
gensfläche mit Hilfe des minimalen Skalierungsfaktors
3. Zusammenbau der makroskopischen Versagensfläche aus den kritischen Span-
nungswerten
2.1.5. Plastisches Materialverhalten / Fließflächenentwicklung
Infolge elastisch-plastischer Deformationsprozesse können sich Lage und Form des elas-
tischen Bereichs im Spannungsraum ändern. Dabei wird das Materialverhalten mittels
der Fließfläche und deren weiterer Entwicklung beschrieben. Diese Folgefließflächen
können ebenfalls numerisch effizient ermittelt werden. Voraussetzung dafür ist erneut,
dass das elastische Verhalten der Meso- und Makroskala linear ist. Die oben beschriebe-
ne Methode wird hier für lineare, inhomogene SPDG erweitert, wie sie zur Beschreibung
von linear-elastischem Materialverhalten mit Volumenkräften und Eigenspannungen
notwendig sind.
Die folgenden Überlegungen basieren auf dem Konzept der Thermodynamik mit in-
ternen Variablen nach Maugin [96]. Die im Materialgesetz verwendeten internen Varia-
blen werden in dem Vektor ω zusammengefasst und ändern ihren Zustand ausschließlich
infolge inelastischer Prozesse. Interne Variablen bilden folglich die Abhängigkeit von
der Lastgeschichte ab. Da sie während elastischer Deformationen konstant sind, charak-
terisieren sie den Zustand des elastischen Bereichs eines RVE (und seine Fließfläche)
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eindeutig. Es seien E(0)m und E
(1)
m zwei bekannte partikuläre Lösungen des linearen,
inhomogenen SPDG des RVE der Form
E(1)m = G
(
η,uˆ(1)m ,tˆ
(1)
m ,ω
(ref)
m (η)
)
(2.72)
E(2)m = G
(
η,uˆ(2)m ,tˆ
(2)
m ,ω
(ref)
m (η)
)
, (2.73)
die die periodischen RBD (2.14) erfüllen und das identische Feld von internen Varia-
blen ω(ref)m (η) aufweisen. Daher unterscheiden sich beide Lösungen nur durch elastische
Deformationen. Im Folgenden wird das ortsabhängige Feld mit ω(ref)m abgekürzt. Die
Überlagerung einer partikulären Lösung mit Lösungen des zugehörigen homogenen,
linearen SPDG ergibt weitere partikuläre Lösungen. Die Menge der homogenen Lö-
sungen kann, wie oben dargelegt, durch die Superposition von sechs unabhängigen
Lösungen dargestellt werden. Die gesamte Menge an partikulären Lösungen für das
elastische Verhalten des RVE lässt sich somit aus einer partikulären Lösung und sechs
unabhängigen, homogenen Lösungen ermitteln.
Da zwei partikuläre Lösungen auch auf eine gemeinsame homogene Lösung bezogen
werden können
E(1)m = G
(
η,uˆ(ref)m ,tˆ
(ref)
m ,ω
(ref)
m
)
+ G˜
(
η, uˆ(1)m − uˆ(ref)m , tˆ
(1)
m − tˆ
(ref)
m ,ω
(ref)
m
)
(2.74)
E(2)m = G
(
η,uˆ(ref)m ,tˆ
(ref)
m ,ω
(ref)
m
)
+ G˜
(
η, uˆ(2)m − uˆ(ref)m , tˆ
(2)
m − tˆ
(ref)
m ,ω
(ref)
m
)
(2.75)
ergibt die Differenz zweier partikulärer Lösungen gerade wieder eine Lösung des zuge-
hörigen homogenen SPDG
G˜
(
η, uˆ(2)m − uˆ(1)m , tˆ
(2)
m − tˆ
(1)
m ,ω
(ref)
m
)
=G
(
η,uˆ(2)m ,tˆ
(2)
m ,ω
(ref)
m
)
−
G
(
η,uˆ(1)m ,tˆ
(1)
m ,ω
(ref)
m
)
= G˜
(
η, uˆ(2)m − uˆ(ref)m , tˆ
(2)
m − tˆ
(ref)
m ,ω
(ref)
m
)
−
G˜
(
η, uˆ(1)m − uˆ(ref)m , tˆ
(1)
m − tˆ
(ref)
m ,ω
(ref)
m
)
= G˜
(
η,∆uˆm,∆tˆm,ω
(ref)
m
)
(2.76)
mit den Randbedingungen
∆uˆm = uˆ
(2)
m − uˆ(1)m (2.77)
∆tˆm = tˆ
(2)
m − tˆ
(1)
m . (2.78)
Dies ermöglicht, die gesamte Menge an partikulären Lösungen aus sieben partikulären
Lösungen zu ermitteln, aus denen sich gerade wieder sechs unabhängige homogene
Lösungen bestimmen lassen.
Durch Anwendung von Gl. (2.59) auf die homogenen Lösungen folgt für die lineare
Extrapolation der partikulären Lösung
G
(
η,uˆ(κ)m ,tˆ
(κ)
m ,ω
(ref)
m
)
= G
(
η, uˆ(1)m , tˆ
(1)
m ,ω
(ref)
m
)
+ κG˜
(
η,∆uˆm,∆tˆm,ω
(ref)
m
)
(2.79)
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2.2. Homogenisierung 2. Ordnung
Das Konzept aus Kap. 2.1.1 wird im Folgenden erweitert, indem für die Makroskala
ein Kontinuum höherer Ordnung angenommen wird. Der Ansatz für die Mesoskala
wird hingegen beibehalten. Das Homogenisierungsmodell umfasst finite Deformationen
und Randbedingungen infolge der Durchströmung des zellularen Materials mit einem
Fluid. Grundlage der Herleitung bilden erneut die Arbeiten von Blanco u. a. [15] und
Kouznetsova [81]. Die totale virtuelle Leistung der Makroskala lautet:∫
ΩR
(P : δF˙ + 3Q
... δ ˙3G) dV−∫
ΩR
b · δv dV −
∫
∂ΩR
p · δv dA−
∫
∂ΩR
R : δF˙ dA = 0. (2.86)
Das generalisierte Verzerrungsmaß besteht aus dem Verschiebungsgradienten und dem
Gradienten des Verschiebungsgradienten. Zur Rate des virtuellen Deformationstensors
zweiter Ordnung δ ˙3G gehört der duale Spannungtensor 3Q. Der Volumenkraftvektor
umfasst b = −Div(P − Div 3Q), der Randspannungsvektor beträgt p = nR · (P −
Div 3Q) und der Randspannungstensor zweiter Ordnung ist R = nR · 3Q. Auf der Me-
soskala kann die verallgemeinerte Verschiebung um erneut in einen Anteil mit Abhän-
gigkeit von der makroskopischen Kinematik u¯m und den Verschiebungsfluktuationen
u˜m unterteilt werden:
um = u¯m + u˜m. (2.87)
Die Einfüge- und Homogenisierungsoperatoren werden wie folgt definiert:
u¯m := uM +HM · (η − η0) +
1
2
3GM : [(η − η0)⊗ (η − η0)− J ] (2.88)
(Einfügeoperator)
uM :=
1
VR
∫
ΩR
um dV (Homogenisierungsoperator) (2.89)
HM :=
1
VR
∫
ΩR
Hm dV (Homogenisierungsoperator) (2.90)
3GM :=
1
VR
∫
ΩR
GradHm dV (Homogenisierungsoperator). (2.91)
Aus der erforderlichen Kompatibilität der Operatoren lassen sich die Konstanten η0
und J ermitteln:
η0 =
1
VR
∫
ΩR
η dV (2.92)
J =
1
VR
∫
ΩR
(η − η0)⊗ (η − η0) dV
=
1
VR
∫
ΩR
η ⊗ η dV − 1
VR
2
∫
ΩR
η dV ⊗
∫
ΩR
η dV (2.93)
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und die kinematischen Restriktionen der Mesoskala ableiten:∫
ΩR
u˜m dV = 0 (2.94)∫
ΩR
Gradu˜m dV = 0 bzw.
∫
∂ΩR
nR ⊗ u˜m dA = 0 (2.95)∫
ΩR
Grad(Gradu˜m) dV =
30 bzw.
∫
∂ΩR
nR ⊗Gradu˜m dA = 0. (2.96)
Forderung (2.96) macht kinematische Randbedingungen zweiter Ordnung auf der Me-
soskala erforderlich. Für das gewählte Cauchy-Boltzmann-Kontinuum können diese
nicht umgesetzt werden. (Wird für die Mesoskala ein strukturmechanischer Ansatz ge-
wählt, kann diese Forderung direkt implementiert werden.) Zur Lösung dieses Wider-
spruchs kann unter anderem ein modifizierter Homogenisierungsoperator für Gl. (2.91)
eingesetzt werden, der zu einer schwächeren Beschränkung führt [15]:∫
∂ΩR
[nR ⊗ u˜m ⊗ (η − η0) + (η − η0)⊗ u˜m ⊗ nR] dA = 0. (2.97)
Der Raum der kinematisch zulässigen Verschiebungsfluktuationen ist dann:
u˜m ∈ K˜m mit K˜m :=
{
u ∈ V |
∫
∂ΩR
nR ⊗ u dA = 0;
∫
ΩR
u dV = 0
}
. (2.98)
Die Homogenisierungsoperatoren für die dualen Spannungen und Kräfte werden aus
dem Prinzip der virtuellen Mehrskalenleistung abgeleitet:
VRPM : δF˙M + VR
3QM
... δ ˙3GM − VR bM · δvM !=∫
ΩR
F
Pm : δF˙m dV −
∫
ΩR
F
bm · δvm dV −
∫
∂ΩR
G
pm · δvm dA. (2.99)
Mit Gl. (2.88) und durch Vergleich der Terme ergibt sich:
PM =
1
VR
∫
ΩR
F
[Pm − bm ⊗ (η − η0)] dV −
1
VR
∫
∂ΩR
G
pm ⊗ (η − η0) dA
(2.100)
3QM =
1
2VR
∫
ΩR
F
{Pm ⊗ (η − η0) + (η − η0)⊗ (Pm)ᵀ−
bm ⊗ [(η − η0)⊗ (η − η0)− J ]} dV−
1
2VR
∫
∂ΩR
G
pm ⊗ [(η − η0)⊗ (η − η0)− J ] dA (2.101)
bM =
1
VR
∫
ΩR
F
bm dV +
1
VR
∫
∂ΩR
G
pm dA (2.102)
sowie:∫
ΩR
F
Pm : Gradδv˜m dV −
∫
ΩR
F
bm · δv˜m dV −
∫
∂ΩR
G
pm · δv˜m dA = 0. (2.103)
Analog zum Vorgehen für Gl. (2.26) lässt sich auch für den Spannungstensor 2. Ordnung
das Oberflächenintegral herleiten [81]:
3QM =
1
2VR
∫
∂ΩR
F
(η − η0)⊗ pm ⊗ (η − η0) dA. (2.104)
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2.2.1. Partielle Homogenisierung auf eine Mindlin-Schale
Für flache biegedominierte Bauteile, wie es auf keramische Filter zutrifft, erscheint die
Beschreibung der Makroskala mit einem Schalenansatz geeignet. Eine Homogenisierung
für kleine Deformationen unter Beschreibung der Makroskala mit der Mindlin-Schale
wurde erstmals in Geers, Coenen und Kouznetsova [51] vorgestellt. Die Struktur des
makroskopischen Deformationstensors für die kinematische Kopplung der Skalen wird
hier mit
FM =
F11 F12 F13F12 F22 F23
F13 F23 ·
 =
H11 + 1 H12 H13H12 H22 + 1 H23
H13 H23 ·
 (2.105)
vorgegeben. Die Richtung der Schalendicke fällt mit der dritten Raumrichtung zusam-
men. Dieser symmetrische Ansatz gestattet finite Deformationen der Makroskala und
bindet die globalen Rotationsfreiheitsgrade der Mesoskala. (Für Berechnungen mit dy-
namischen Effekten muss hingegen ein weniger restriktiver Ansatz gewählt werden.)
Mit einem Punkt markierte Komponenten bleiben infolge des makroskopischen Ansat-
zes unbestimmt. Die Struktur des Deformationstensors zweiter Ordnung lautet
3GM =
 0 0 00 0 0
κ11 κ21 0
ij1 ,
 0 0 00 0 0
κ12 κ22 0
ij2 ,
κ11 κ21 0κ12 κ22 0
0 0 0
ij3 , (2.106)
wobei die Komponenten κij die Krümmungen des Deformationszustands darstellen.
Abweichend zum Ansatz von Geers werden hier die nicht in der Schalentheorie ent-
haltenen Deformationsmodi unterdrückt anstatt sie unbestimmt zu lassen. Dies wird
damit begründet, dass diese Deformationszustände im Verbund geometrisch inkompa-
tibel sind.
Die periodischen RBD für kleine Deformationen werden durch
u(i)+m − u(i)m = HM ·∆η(i) + 3GM : (η(i) ⊗∆η(i)) +
1
2
3GM : (∆η
(i) ⊗∆η(i))
(2.107)
implementiert. Als Freiheitsgrade an den einzuführenden Referenzknoten des FEM-
Modells können die fünf unabhängigen Komponenten des makroskopischen Verschie-
bungsgradienten und die vier unabhängigen makroskopischen Krümmungskomponen-
ten gewählt werden.
Der hybride Steifigkeitstensor in Voigt-Notation lautet dann:
S11
S22
S12
Q113
Q223
Q213
Q123

=

C11 C12 C16 K11 K12 K13 K14
C12 C22 C26 K12 K22 K23 K24
C16 C26 C66 K13 K23 K33 K34
K11 K12 K13 N11 N12 N13 N14
K12 K22 K23 N12 N22 N23 N24
K13 K23 K33 N13 N23 N33 N34
K14 K24 K34 N14 N24 N34 N44


E11
E22
2E12
κ11
κ22
κ12
κ21

. (2.108)
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Für die Implementierung in die FE-Methode eignen sich folgende Bestimmungsglei-
chungen für die Spannungen in Abhängigkeit der Kräfte an den Referenzknoten:
SM =
1
VR
T¯
H
m mit T¯
H
m =
∫
∂ΩR
F
pm ⊗ (η − η0) dA (2.109)
3QM =
1
2VR
3¯T
κ
m mit 3¯T
κ
m =
∫
∂ΩR
F
(η − η0)⊗ pm ⊗ (η − η0) dA. (2.110)
Die Tensoren T¯Hm und 3¯T
κ
m enthalten die Reaktionskräfte der Referenzknoten für die
Freiheitsgrade des Verschiebungsgradienten (H) und der Krümmungen (κ).
33
3. Modelle der Filtergeometrie
Dieses Kapitel behandelt die verwendeten Methoden zur Abbildung eines Filters durch
ein geometrisches und mechanisches Modell. Ausgehend von Methoden zur Modellie-
rung von topologischen und morphologischen Details werden verschiedene Modellarten
abgeleitet. Diese unterscheiden sich im Detaillierungsgrad und dem daraus resultieren-
den rechnerischen Aufwand der mit ihnen auszuführenden Simulationen.
3.1. Topologie
Die Topologie realer Strukturen wird zumeist aus mit bildgebenden Verfahren gewon-
nen Modellen (eingescannte Modelle) rekonstruiert. Dafür gibt es verschiedene Defi-
nitionen und Methoden [108]. Zusätzlich fallen zumeist weitere Daten an, wie z.B.
Steglängen und -krümmungen, die zu den morphologischen Eigenschaften gezählt wer-
den. Die Topologieextraktion ist bereits in vielen Softwarepaketen zur Bildanalyse in-
tegriert (ITK, MAVI, AVIZO), führt aber bei geschlossenen Zellwänden zu Problemen.
Für die Simulation zellularer Strukturen kommen häufig deterministische Topologien
zum Einsatz [133, 78, 142, 114], um die Modellgröße und Komplexität zu reduzieren.
Insbesondere die Kelvin- und dieWeaire-Phelan-Zelle (vgl. Abb. 3.1 und 3.2) sind
als Ersatzmodelle für Seifenschäume und PU-basierte Strukturen akzeptiert [133, 142].
Sie dienen zudem als Grundlage für analytische mechanische und thermische Lösungen
[141, 149, 149, 17, 92, 56, 48]. Um die Korrelation der Topologie mit effektiven thermo-
mechanischen Eigenschaften zu analysieren, werden computergenerierte (synthetische)
Strukturen erzeugt. Diese sollen gegenüber realen Strukturen eine vergleichbare Statis-
tik geometrischer Eigenschaften aufweisen. Die Generierung erfolgt in zwei Schritten:
1. Erzeugung einer Kugelpackung mit einer definierten Verteilung der Kugelgrößen
und -abstände
2. Ableitung einer Zellstruktur mittels Voronoi- oder Laguerre-Mosaiken [87].
Abb. 3.1.: Zwei Kelvin-
Zellen
Abb. 3.2.: Weaire-Phelan-
Zelle
Abb. 3.3.: Relaxierter
Voronoi-Schaum
(10x10x10)
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Aus den Untersuchungen in Kraynik u. a. [83, 84] geht allerdings hervor, dass sich neben
den einfachen deterministischen Modellen auch die mittels Voronoi- und Laguerre-
Mosaiken erzeugten Topologien signifikant von realen Strukturen unterscheiden. Des-
halb wurde ein dritter Schritt vorgeschlagen, der das Ziel verfolgt, die Oberflächen-
energie der Struktur zu minimieren. In den so mittels Surface Evolver [18] relaxier-
ten Mosaiken reduziert sich die Anzahl besonders langer und kurzer Stege. Auch die
Verteilungen der Zelltypen weist gute Übereinstimmungen mit Messungen an realen
Schäumen auf.
Grundsätzlich existiert bisher keine umfassende Theorie zur Korrelation von topolo-
gischen Kennwerten und makroskopischen mechanischen Eigenschaften. Bei der Erzeu-
gung künstlicher zellularer Strukturen [87] und bei Modellvereinfachungen kann deshalb
keine Entscheidung zugunsten relevanter statistischer Kennwerte für das entsprechende
Problem erfolgen.
Aus der Forderung nach statistischer Homogenität folgt die Frage nach der erforder-
lichen Größe des repräsentativen Volumenelements eines zellularen Materials. Für PU-
basierte Strukturen und monodisperse Voronoi-Mosaike lässt sich daraus vorsichtig
die untere Schranke von mindestens 10 vollen Zellen in jede Raumrichtung abschät-
zen [73, 72, 68]. Aufgrund des mit der RVE-Größe stark steigenden Rechenaufwands
werden in der Literatur jedoch auch kleinere Modelle eingesetzt.
3.2. Morphologie
Aus Mikroskopaufnahmen und mittels bildgebender Verfahren lassen sich weiterhin
charakteristische morphologische Eigenschaften bestimmen. Für keramische Filter sind
dies im Wesentlichen:
• Querschnittsform der Stege und der geschlossenen Zellwände
• Materialverteilung und Stegkrümmung entlang der Stegachse
• Knotenverrundung
• Form und Anisotropie der Poren
Die morphologischen Eigenschaften dürfen grundsätzlich vom Ort auf der Makroskala
abhängen (gradierte Eigenschaften).
Die geometrische Modellbildung kann zunächst in die Rekonstruktion realer Struk-
turen und die computergenerierte Modellierung unterteilt werden. Die zumeist mittels
CT und MRT eingescannten Modelle zeichnen sich durch eine hohe Realitätstreue aus
und eignen sich deshalb besonders für Vergleiche von experimentellen Versuchen mit
numerischen Simulationen. Allerdings sind diese Messmethoden nicht für alle Materiali-
en geeignet und die resultierenden Modelle nur aufwändig in einzelnen morphologischen
Eigenschaften zu variieren. Für Sensitivitätsanalysen und Optimierung von Filtergeo-
metrien kommen deshalb möglichst variable, synthetische Modelle zum Einsatz. Die
wichtigsten Verfahren für deren Modellierung sind:
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• Modellierung mittels CAD-Werkzeugen
 Boolesche Operationen mit einfachen geometrischen Grundkörpern [120, 74]
 Nicht-uniforme rationale B-Splines (NURBS) [70, 99, 100]
• Adaptive Morphologie [27, 89]
• Minimierung der Oberflächenenergie [22]
Alle drei Varianten sind vielseitig einsetzbar. Die Modellierung mittels klassischer CAD-
Werkzeuge ist in der Regel ein (semi-)manueller Prozess, der deshalb für Optimierungs-
aufgaben in begrenztem Umfang geeignet ist. Die ersten beiden Varianten führen zu
scharfen Kanten im Modell, insbesondere an den Knoten. Treten diese Kanten in der
Realität, wie bei PU-basierten keramischen Filtern, nicht auf, sollten diese auch in den
Modellen vermieden werden, um keine unrealistischen Spannungskonzentrationen zu
erzeugen. Im nachfolgenden Abschnitt wird deshalb eine Modellierungsvariante mittels
impliziter Funktionen vorgestellt, die sich gut automatisieren lässt, vielseitige Gestal-
tungsmöglichkeiten bietet und dabei scharfe Kanten selektiv vermeiden kann.
Modellierung mittels impliziter Funktionen
Ziel der geometrischen Modellierung mit impliziten Funktionen ist die Erstellung dis-
kretisierter Modelle für FEM-Simulationen. Diese werden in folgenden Schritten er-
zeugt:
• Berechnung des Dichtefelds mittels impliziter Funktionen
• Ableitung der Modelloberfläche
• Aufbereitung der Oberfläche und Überführung in ein qualitativ
hochwertiges Oberflächennetz
• Generierung des Volumennetzes
Ausgangspunkt der Methode ist eine implizite Funktion der Form
f(x)− C = 0 (3.1)
mit der Abbildung
f : V→ R (3.2)
des Vektorraums V auf den Raum der reellen Zahlen R. Damit lässt sich eine Isofläche
zu dem Isowert C definieren:
SC := {x ∈ V | f(x)− C = 0} (3.3)
Die Definition ist surjektiv, d.h. eine Isofläche kann durch verschiedene implizite Funk-
tionen repräsentiert werden. Die Diskretisierung solcher Flächen zu Oberflächennet-
zen erfolgt z.B. mit dem Marching-Cubes-Algorithmus [93], der in vielen Software-
Bibliotheken für Computergrafik enthalten ist.
Translatorische und rotatorische Koordinatentransformationen ermöglichen die Po-
sitionierung im Raum. Mehrere implizite Funktionen können sich gegenseitig durch
Anwendung der min- und max-Operation scharfkantig beschneiden
max [f1(x)− C1, f2(x)− C2]− C = 0. (3.4)
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Geometrie Definition
Ebene x1 − c = 0
Kugel
√
x12 + x22 + x32 − r = 0
Quader max
[
|x1| − a
2
, |x2| − b
2
, |x3| − c
2
]
= 0
Hyperboloid max
√x12 + x22(α
β
)2
− x32
(
α
γ
)2
− α, |x3| − h
2
 = 0
Tab. 3.1.: Beispiele für implizite Funktionen einiger einfacher Objekte
Dadurch wird die Konstruktion vollständig umschlossener Volumen (Volumenkörper)
aus umhüllenden Oberflächen ermöglicht. Auch im Raum positionierte und zusammen-
gesetzte Oberflächen weisen wieder die Grundstruktur von Gl. (3.1) auf und können die
Grundlage für komplexere Strukturen bilden. In Tab. 3.1 sind beispielhaft einige ein-
fache Geometrien im Euklidischen Raum E definiert. Die wichtigsten Grundkörper,
die in dieser Arbeit für die Filtermodellierung verwendet werden, sind in Abb. 3.4 dar-
gestellt. Aus ihnen lassen sich alle wichtigen Filterelemente, wie z.B. Stege mit und
ohne Hohlstruktur, sowie geschlossene Zellwände erzeugen (vgl. Abb. 3.5 und 3.6). Für
einen zylindrischen Steg mit kreisrunder Hohlstruktur kann die implizite Definition
zum Beispiel wie folgt lauten:
max
{
max
[√
x12 + x22 − r1, |x3| − h1
2
]
,
−max
[√
x12 + x22 − r2, |x3| − h2
2
] }
= 0
(3.5)
mit
[x1,x2,x3] := x ∈ E.
Für die Beschreibung von Filtern lässt sich die Menge benötigter Elemente aus den
Objekten Ebene, Kugel und Hyperboloid erzeugen. Diese Objekte können auch mit
der Beschränkung von f(x) auf Tensorflächen [12] dargestellt werden
x ·A · x− C = 0 mit A : V× V→ R, (3.6)
wobei die Eigenschaften des zweistufigen TensorsA die Objektart definiert (vgl. Tab. 3.2).
In Programmiersprachen mit Datentypen für Tensoren und Tensoroperationen gestat-
tet diese Darstellung eine kompakte Implementierung. Ein mit dem Translationsvektor
t und dem orthogonalen Rotationstensor Q im Raum positioniertes Objekt ist dann
durch
(x− t) · (Q ∗A) · (x− t)− C = 0 (3.7)
beschrieben. Der Operator '*' ist das Rayleigh-Produkt.
Verrundete Übergänge ohne scharfe Kanten zwischen Objekten können durch die
Einführung der exponentiellen Blinn-Transformation [16] erzeugt werden. Ausgehend
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a)
b)
c)
Abb. 3.8.: Beispiel für die Verschmelzung von Objekten ba-
sierend auf der Blinn-Transformation (Kugelab-
stand d, Blinn-Faktor bi):
a) d = [2.2; 2.; 1.8; 1.4]r; bi = 1
b) d = 2.2r; bi = [0.2; 2; 3.3; 10]
c) d = 2.2r; bi = [1.3; 13.3; 22.2; 66.6]; obere Rei-
he: quadratische Formulierung
- Filtertopologie (Skelett)
- Morphologieparameter
n∑
i=1
exp
[
− 1
bi
(
fi(xi,P i)− Ci
)]
− 1 = 0
Marching Cubes
Oberflächennetz
Abb. 3.9.: Struktur Filtergenerierung
von der allgemeinen Definition aus Gl. (3.1) führt dies auf
exp[−(f(x)− C)]− 1 = 0. (3.8)
Wird in den Gl. (3.1) und (3.8) dieselbe Funktion f und Konstante C angenommen,
ist die beschriebene Isofläche identisch. Auch die Gleichungsstruktur aus (3.1) bleibt
erhalten. Für Gl. (3.8) ist die Positionierung und Beschneidung in der oben dargestell-
ten Weise weiterhin anwendbar. Nun wird die linke Gleichungsseite als Dichtefunktion
interpretiert, die im Körperinneren Werte größer oder gleich null annimmt und außer-
halb des Körpers gegen minus eins konvergiert (vgl. Abb. 3.7). Diese Eigenschaft der
impliziten Funktion in Blinn-Formulierung gestattet das Verschmelzen von Objekten
durch Superposition von Dichtefunktionen
n∑
i=1
exp
[
− 1
bi
(
fi(xi,P i)− Ci
)]
− 1 = 0. (3.9)
Die Blinn-Faktoren bi definieren den Konvergenzradius für die Annäherung der Dich-
tefunktion gegen minus eins. Dies entspricht dem Einflussbereich eines Objekts auf
andere Objekte. Mit ansteigendem Blinn-Faktor vergrößert sich folglich der verrun-
dete Übergangsbereich zwischen den Objekten. Die geometrischen Eigenschaften der
durch fi erzeugten Objekte werden durch die Eigenschaftenvektoren P i festgelegt. Für
komplexe Strukturen mit gradierten Eigenschaften können bi und P i Funktionen des
Ortes sein.
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Der Übergangsbereich zwischen verschmolzenen Objekten ist stetig vom Grad Ck,
wenn die beteiligten Dichtefunktionen fi
• stetig vom Grad Ck und
• die Richtung des Gradienten stets mit der Normalenrichtung n des nächstgelege-
nen Oberflächenpunkts xo übereinstimmt
gradf(x)
||gradf(x)||
∣∣∣∣
x=xn(k)
!
=
n
||n|| ; ∀k ∈ R (3.10)
mit xn(k) = xo + kn, xo ∈ SC .
Blinn-Faktoren von Objektdefinitionen fi sind miteinander vergleichbar, wenn der
Funktionsverlauf entlang der Oberflächennormalen für jeden Oberflächenpunkt der Ob-
jekte identisch ist:
fi(xn(k)) = f(xn(k)); ∀xo ∈ SC ; ∀k ∈ R (3.11)
Formulierungen für implizite Funktionen, deren Gradienten stets normal zur Objekt-
oberfläche verlaufen und deren Norm eins ergeben, sind deshalb besonders geeignet. In
Abb. 3.8 ist die Funktionsweise der Verschmelzung und der Einfluss derBlinn-Faktoren
dargestellt. Die Anwendung verschiedener Formulierungen (Funktionsgradienten) in
Abb. 3.8c führt zu unsymmetrischen Verrundungen. Die obere Kugelreihe wurde mit
Hilfe der quadratischen Formulierung
x2 + y2 + z2 − r2 = 0 (3.12)
erzeugt.
Der Zusammenbau vollständiger Filtermodelle basiert auf Gl. (3.9) und führt zu dem
in Abb. 3.9 dargestellten Ablaufschema. Die numerische Implementierung ist sehr gut
parallelisierbar. Durch Domain-Bildung kann die Berechnung eines Objekts auf sei-
nen Einflussbereich beschränkt werden, wodurch der immense Rechenaufwand für die
Erzeugung komplexer Strukturen stark sinkt. In Abbildung 3.10 sind ausgewählte Bei-
spiele zur Veranschaulichung des Gestaltungsspielraums dargestellt.
Für die Generierung von realistischen Filtermodellen können die geometrischen Pa-
rameter aus eingescannten Filtern identifiziert werden. Bei physikalischen Parametern,
wie z.B. dem Profildurchmesser, geschieht dies durch direktes Messen der Größen im
eingescannten Modell. Alternativ lässt sich durch den numerischen Vergleich des ein-
gescannten Modells mit dem computergenerierten Modell eine Optimierungsaufgabe
zur Identifizierung der Parameter formulieren. Eingescannte Modelle liegen zumeist als
Volumenmodelle mit einem regelmäßigen Gitter vor. In diesen Voxelmodellen besitzt
jedes Volumenelement (Voxel) ein Skalarwert, der das Element dem Filter oder der
Umgebung zuordnet. Auch die Modelldefinition mit impliziten Funktionen ermöglicht
das Erstellen von Voxelmodellen. In Abb. 3.11 ist das Vorgehen bei der Parameteri-
dentifikation mittels Optimierung an einem kleinen Filterausschnitt dargestellt. Das
verwendete Fehlermaß ist die Summe aller nicht identischen Voxel. Wichtige Voraus-
setzungen für die Identifizierung sind
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der eingesetzten Software ACVD, AVIZO und Gmsh für unstrukturierte Ausgangs-
netze, nicht erfüllen und erfordert folglich Anpassungen in der FEM-Implementierung.
Der einfachste Lösungsansatz, unter Wahrung des linearen Charakters der Randbe-
dingung, kann durch lineare Interpolation aus den umliegenden Freiheitsgraden ge-
wonnen werden. Dazu wird das entsprechende Oberflächennetz kopiert, auf die gegen-
überliegende RVE-Seite verschoben und mit dem vorhandenen Oberflächennetz über
Tie-Nebenbedingungen verbunden (siehe Abb. 3.17). Die Interpolation führt zu einem
zusätzlichen Fehler in der berechneten Lösung und macht deshalb eine lokal feinere Ver-
netzung erforderlich. Echte periodische Netze sind dieser Methode deshalb vorzuziehen.
Eine Generalisierung dieses Konzepts durch Anwendung höherer Polynomansätze wird
in Nguyen u. a. [105] präsentiert.
Durch den Einsatz von unterschiedlicher Software und eigenen Codes für die Model-
lierung, Vernetzung sowie Analyse und Verarbeitung von eingescannten Filtern ist der
Datenaustausch über Schnittstellen erforderlich. Hier haben sich der Industriestandard
STL (Surface Tessellation Language) für Oberflächennetze und insbesondere das freie
Visualization Toolkit (VTK) für alle Arten von räumlichen Daten ausgezeichnet.
3.3. Strukturmodelle
Die Berechnung von zellularen Materialien mit geringer relativer Dichte wurde von Be-
ginn an durch strukturmechanische Ansätze geprägt. Diese Modelle stellten zunächst
die erste umsetzbare Berechnungsmethode dar und dienten in der Folge zur techni-
schen Realisierung von immer größeren Modellen. Bis in die heutige Zeit werden für
geschlossene Schäume Schalenelemente und für offenporige Schäume klassische Balken-
modelle nach Euler-Bernoulli und Timoshenko eingesetzt. Für die Anwendung
auf keramische Filter wird im Folgenden ausschließlich auf Balkenmodelle eingegangen.
Morphologie
Auch die Morphologie gilt es mit Balkenmodellen bestmöglich abzubilden. Neben der
relativen Dichte wurden hauptsächlich verschiedene Querschnittsformen und der Quer-
schnittsverlauf entlang der Stegachse beachtet [141, 149, 56, 65, 50]. Eigenschaften las-
sen sich dabei abschnittsweise konstant auf mit Balken diskretisierte Stege übertragen.
Dadurch wird unter Umständen eine erheblich feinere Diskretisierung erforderlich.
Die Übertragung von Querschnittsverläufen auf Balkenmodelle kann für linear-elast-
ische Grundwerkstoffe sowohl über eine Modellierung der Querschnittsformen als auch
indirekt mittels Flächenträgheitsmomenten erfolgen. In der Masterarbeit von Fürstner
[49] wurden zu diesem Zweck Werkzeuge zur automatisierten Berechnung von Flächen-
trägheitsmomenten entlang von Stegachsen aus kontinuumsmechanischen Volumenmo-
dellen entwickelt. Das Verfahren basiert auf Datenmodellen der VTK-Bibliothek, wobei
die Menge an Dreieckselementen in definierten Schnittebenen mit dem Satz von Stei-
ner ausgewertet wird. In Gong, Kyriakides und Jang [56] wurden Querschnittsverläufe
entlang der Stegachsen für PU-Schäume mit bildgebenden Verfahren analysiert und mit
Polynomen vierten Grades approximiert. In der Folge wurden die zugrunde liegende
Datenbasis von Jang, Kraynik und Kyriakides [65] weiter verfeinert und die Methode
auf Aluminiumschäume angewandt.
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Abb. 3.18.: Ausschnitt eines Tetknoten-
Modells [49]
Abb. 3.19.: Größenbestimmung des Tetknotens
mittels Kugel [49]
Die Berechnung der relativen Dichte aus dem, den Balken zugeschriebenen Volu-
men führt zu signifikanten Fehlern. Diese resultieren aus den Volumenüberlappungen
im Bereich der Knoten. Deshalb wurden empirische Korrekturformeln für verschiedene
Querschnittsformen und -verläufe sowie für verschiedene Porenformen bestimmt [56,
65]. Im Rahmen dieser Arbeit wird davon kein Gebrauch gemacht, weil jedem einge-
setzten Balkenmodell ein entsprechendes Volumenmodell mit seiner (exakten) relativen
Dichte zugeordnet wird.
In Kapitel 4.1.1 wird gezeigt, dass auch Balkenmodelle mit angepassten Querschnit-
ten zwei wesentliche mechanische Effekte entsprechender Volumenmodelle nicht abbil-
den können. Dies soll, im Rahmen eines rein strukturmechanischen Ansatzes, durch die
Verwendung von sogenannten Tetknoten-Modellen [49] gelöst werden. Dabei handelt
es sich um Balkenmodelle, wobei die Stege mit den bisherigen Balkenansätzen model-
liert werden und die (vierwertigen) Knoten durch Tetraeder-förmig angeordnete Balken
repräsentiert werden (vgl. Abb. 3.18). Die Eigenschaften der Balken am Tetraeder so-
wie die Größe des Tetraeders für einen Knoten sind offene Variablen. Diese lassen sich
nicht eindeutig aus dem zugehörigen Volumenmodell ableiten. Die Größe des Tetra-
eders wird deshalb mit der größten in den Knoten beschreibbaren Kugel angenähert
(vgl. Abb. 3.19).
Diskretisierung / Vernetzung
Die Vernetzung der Balkenmodelle ist vergleichsweise einfach zu realisieren und kann
mit den in der gängigen FEM-Software mitgelieferten Funktionen umgesetzt werden.
Auch Netzverfeinerungen, Eigenschaften- und Materialverläufe entlang der Stegach-
sen lassen sich durch einfache Skripte generieren. Für große Modelle führt dies jedoch
zu Modellen mit vielen Elementen (> 106) mit individuellen Eigenschaften. Hier kön-
nen die Modellgenerierung selbst und das Laden des Modells durch die FEM-Software
leicht den Aufwand der Lösung des numerischen Problems übersteigen. In diesem Fall
wird eine Software-spezifische Optimierung erforderlich. Für die verwendete Software
Abaqus führte dies zu folgendem Vorgehen:
• Reduzierung der Anzahl von Eigenschaftsobjekten (Material-, Profil-, Sektions-
objekte) durch Zusammenfassung gleichwertiger Objekte
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• Modellgenerierung mittels Input-Files anstatt des Abaqus/CAE-Objektbaums
• Vermeidung unnötiger Regenerierungen des Abaqus/CAE-Objektbaums
Damit kann gegenüber dem klassischen Vorgehen mindestens eine Halbierung der Lauf-
zeit für die Modellgenerierung erreicht werden, in günstigen Fällen sinkt sie sogar deut-
lich unter 10%.
3.4. Hybridmodelle
Eine weitere Methode zur Reduzierung des numerischen Aufwands kann durch eine
kombinierte Anwendung von kontinuumsmechanischen und strukturmechanischen An-
sätzen erreicht werden. Für keramische Filter ergibt sich dabei die Modellierung der
Stege mittels Balkenmodellen, soweit die mechanische Grundannahme der Balkentheo-
rie (ebene Querschnitte) hinreichend erfüllt ist. Die Knoten werden durch Volumenmo-
delle abgebildet (siehe Abb. 3.21 im Vergleich mit einem Balkenmodell in Abb. 3.20).
Der Anteil der in der Stegmitte eingebetteten Balken an der Gesamtlänge des Stegs
wird durch den Parameter Υ ausgedrückt.
Von besonderer Bedeutung ist die Ankopplung beider Ansätze. Dabei muss die Ober-
fläche des Stegquerschnitts vom Volumenmodell mit dem Ende eines Balkenelements
verbunden werden. Die Rotationsfreiheitsgrade des Balkens müssen als Neigung auf
die Oberfläche übertragen werden. Solch eine kinematische Kopplung ist im Funkti-
onsumfang von Abaqus bereits enthalten und unterstützt auch große Deformationen.
Die Oberfläche wird jedoch als starrer Körper betrachtet, wodurch Querkontraktionen
in der Fläche unterdrückt werden.
Die Anforderungen und das Vorgehen bei der Modelldiskretisierung unterscheiden
sich ansonsten nicht von denen für die oben betrachteten Volumen- und Strukturmo-
delle.
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4. Ergebnisse der
Sensitivitätsstudien
4.1. Elastisches Materialverhalten
4.1.1. Vergleich von Volumen-, Struktur- und Hybridmodellen
Zunächst wird der Einfluss des gewählten mechanischen Modellansatzes auf die effek-
tiven elastischen Konstanten analysiert. Das Volumenmodell stellt die Referenzlösung
dar. Zur Vereinfachung der Topologie und Morphologie kommt die Kelvin-Zelle mit
geraden Stegen und kreisrunden, homogenen Querschnitten zum Einsatz. Die relative
Dichte ψ der Modelle wird an Volumenmodellen bestimmt. Für äquivalente Volumen-
, Balken- und Hybridmodelle (gleiche Querschnitte) wird die gleiche relative Dichte
angenommen. Diese wird jedoch stets aus dem entsprechenden Volumenmodell er-
mittelt. Für die Vernetzung werden quadratische Tetraederelemente (C3D10), lineare
Timoshenko-Balken bzw. kubische Euler-Bernoulli-Balken mit homogener Ele-
mentgrößenverteilung eingesetzt. Die Analyse mittels Netzkonvergenzstudie ergab, dass
für einen relativen Fehler in den elastischen Konstanten von maximal 1% mindestens
400.000 Volumenelemente bzw. 192 Balkenelemente für die Kelvin-Zelle benötigt wer-
den. Die große Anzahl an Volumenelementen erklärt sich daraus, dass die auf der Me-
soskala dominierende Biegebeanspruchung nur schlecht durch Tetraederelemente abge-
bildet werden kann.
In Abb. 4.1 wird der Elastizitätsmodul über der relativen Dichte und der relative
Fehler bezogen auf die Volumenmodelle aufgetragen. Die effektiven Verzerrungen wur-
den mit 0,1% und die Querkontraktion mit 0,25 vorgegeben. Sowohl das Balkenmodell
nach dem einfachen Euler-Bernoulli-Ansatz als auch das mit dem schubweichen
Timoshenko-Balken unterschätzt die Steifigkeit der Kelvin-Zelle systematisch. Die
analytischen Lösungen nach Zhu, Knott und Mills [149] und Warren und Kraynik [141]
(mit Schubanteilen) stimmen mit den numerischen Lösungen überein. Allerdings be-
trägt die Differenz zum Volumenmodell über 10%, selbst für sehr kleine relative Dichten
von 1%. Dies macht die Anwendung von Balkenmodellen ohne weitere Anpassungen für
eine ingenieurmäßige Bauteilauslegung unmöglich. Die Ursachen für diese Unterschiede
liegen in
• der Vernachlässigung der Materialkonzentration an den Knoten und
• der Verletzung der Grundannahme (ebene Querschnitte) der Balkentheorie.
Während die Bereiche der Knoten im Volumenmodell eine mechanische Verbindung
aufweisen, bestehen die Verbindungen im Balkenmodell nur im Zentrum der Knoten.
Dies führt zu einer signifikanten Unterschätzung der aus den Knoten resultierenden
Steifigkeit und einer größeren freien Biegelänge. Dieser Effekt wird durch die Betrach-
tung der Verschiebungen entlang einer Stegachse in Abb. 4.2d deutlich. Der Unter-
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Abb. 4.1.: Effektiver Elastizitätsmodul für Volumen- und Balkenmodelle einer Kelvin-Zelle und re-
lative Differenz beider Ansätze
schied zwischen dem Timoshenko-Ansatz und dem Euler-Bernoulli-Ansatz ent-
steht durch ein ungünstiges Verhältnis zwischen Balkendicke und Balkenlänge. Selbst
für die kleinste hier aufgeführte relative Dichte liegt das Verhältnis über 1/10 und da-
mit auch für den Timoshenko-Ansatz außerhalb des zuverlässigen Einsatzbereichs.
Obwohl das Euler-Bernoulli-Modell anscheinend eine geringere Differenz in den
elastischen Konstanten gegenüber dem Volumenmodell aufweist, ist es stärker fehler-
behaftet als das Timoshenko-Modell. Durch das zu große Verhältnis zwischen Balken-
dicke und Balkenlänge ist die Annahme von ebenen Balkenquerschnitten, die normal
auf der Balkenachse stehen, nicht mehr korrekt. Dies führt zu einer Überschätzung
der Steifigkeit, die den vormals erläuterten Effekt teilweise kompensiert. Das Euler-
Bernoulli-Modell liefert folglich sowohl am Knoten als auch entlang der Stege eine
schlechte Approximation des Deformationszustands. Unterschiede zwischen Volumen-
und Balkenmodellen wurden von Buffel u. a. [22] auch für PU-Querschnitte an der
Kelvin-Zelle beobachtet.
Ein vergleichbares Bild zeigt sich für den effektiven Schubmodul in Abb. 4.2. Inter-
essant ist, dass sich die effektive Querkontraktion deutlich von der des Grundwerkstoffs
unterscheidet. Numerische Untersuchungen und die beiden analytischen Lösungen ha-
ben gezeigt, dass der Grundwerkstoff keinen wesentlichen Einfluss hat und die effektive
Querkontraktion somit maßgeblich von der Topologie bestimmt wird. Die Ergebnisse
im nachfolgenden Abschnitt zeigen weiterhin, dass auch die Morphologie in geringem
Umfang die Querkontraktion beeinflusst. Während das Volumenmodell eine deutliche
Anisotropie aufweist, können die beiden Balkenmodelle diese Eigenschaft nicht abbil-
den und liefern eine weitgehend isotrope elastische Antwort.
Weitere Unterschiede zwischen Volumen- und Balkenmodellen lassen sich aus den
Verschiebungsverläufen entlang der Stegachsen (Abb. 4.2d) identifizieren. Im Gegensatz
zu dem symmetrischen Verschiebungsverlauf entlang der Stegachse für Balkenmodel-
le ist der Verlauf für Volumenmodelle unsymmetrisch, und die maximale Verschiebung
liegt nicht exakt auf dem Stegende. Dies ist ein typischer Effekt für Modelle mit geraden
Stegachsen. Dabei entstehen zwischen den Stegen verschiedene Winkel zueinander an
den Knoten (keine Tetraederwinkel). Dadurch ist der Einfluss der Materialkonzentrati-
on an den Knoten auf den Verlauf der Biegemomente an den Stegenden unterschiedlich
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Abb. 4.2.: Volumen- und Balkenmodelle einer Kelvin-Zelle: a) Schubmodul, b) Querkontraktions-
zahl, c) Anisotropiefaktor, d) Verlauf der Verschiebungskomponente in makroskopischer
Zugrichtung entlang der Stegachse für uniaxiale Zugbelastung
stark. Dies tritt auch bei zufälligen Topologien auf und führt zu abweichenden Momen-
tenverläufen in Balkenmodellen.
Zur Abbildung dieser beiden wesentlichen Effekte mit reinen Balkenmodellen werden
zwei Modifikationen (vgl. Kap. 3.3) untersucht. Zum einen werden die Querschnitt-
verläufe des Balkenmodells im Bereich der Knoten an das entsprechende Volumen-
modell angepasst. Zum anderen wird der Knotenbereich mittels Tetraederstrukturen
(Tetknoten-Modelle) abgebildet. In Abb. 4.3 und 4.4 wurden die Stegquerschnitte des
Balkenmodells mittels Flächenträgheitsmomente vorgegeben, die zuvor an den zugehö-
rigen Volumenmodellen ausgewertet wurden. Offensichtlich führt dies zu einer Über-
schätzung der Steifigkeit der Kelvin-Zelle. Ursachen dafür sind sowohl die Steifigkeits-
überschätzung des Knotens als auch die fehlenden Schubanteile dieses Ansatzes. Der
unsymmetrische Verschiebungsverlauf und die verschobene Maximalverschiebung kön-
nen mit dieser Modifikation nicht abgebildet werden. Dies gelingt hingegen mit dem
Tetknoten-Modell. Dabei werden jedoch weitere Parameter (Eigenschaften der Bal-
ken des Tetraederknotens) in das Modell eingeführt. Für die dargestellten Ergebnisse
wurde durch die Beschränkung auf zwei zusätzliche Parameter die größtmögliche Ver-
einfachung gewählt. Die Parameter sind für jede Knotentopologie und -morphologie
spezifisch, wodurch es sich um ein empirisches Modell handelt. Da für die Parameter
keine physikalische Korrelation bekannt ist, wurden sie in Fürstner [49] mittels Opti-
mierung identifiziert. Trotz der guten Ergebnisse ist dieses Modell deshalb für zufällige
Schäume nicht praktikabel. Damit muss auch das Konzept verworfen werden, bei dem
aus einer guten, mittels strukturmechanischer Ansätze gewonnenen, elastischen Lö-
sung in einem zweiten Schritt Spannungen und Verzerrungen der Mesoskala mittels
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Abb. 4.3.: Effektiver Elastizitätsmodul für Volumen-, modifizierte Balken- und Hybridmodelle einer
Kelvin-Zelle und relative Differenz bezüglich des Volumenmodells
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Abb. 4.4.: Volumen-, modifizierte Balken- und Hybridmodelle einer Kelvin-Zelle: a) Schubmodul, b)
Querkontraktionszahl, c) Anisotropiefaktor, d) Verlauf der ersten Verschiebungskomponen-
te entlang der Stegachse für einachsige Zugbelastung entlang der ersten Koordinatenachse
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Submodellen analysiert werden.
Die in Kap. 3.4 vorgestellten Hybridmodelle führen mit den Balkenanteilen von Υ =
{10%; 40%; 60%} zu sehr guten elastischen Ergebnissen. Sie können das Verhalten der
zugehörigen Volumenmodelle vollständig abbilden. Als strukturmechanische Elemente
wurden Timoshenko-Balken mit einer Elementgröße von l0
100
eingesetzt. Die Anzahl
der Freiheitsgrade der Hybridmodelle konnte um etwa den Wert Υ gegenüber den Volu-
menmodellen reduziert werden. Für die Modelle mit einer relativen Dichte von 9−10%
ist eine weitere Erhöhung des strukturmechanischen Anteils nicht möglich. Hier liegen
die Kopplungsflächen bereits in unmittelbarer Nähe zu den Knoten. Für die Modelle
mit kleinerer relativer Dichte kann die numerische Effizienz der Simulation hingegen
noch weiter gesteigert werden. Dennoch ist der numerische Aufwand gegenüber reinen
strukturmechanischen Ansätzen um mehrere Größenordnungen höher.
4.1.2. Sensitivität gegenüber Filtertopologie
Für die Untersuchungen zur Filtertopologie werden die beiden meistverwendeten deter-
ministischen Strukturen, die Kelvin- undWeaire-Phelan-Zelle, mit einem monodi-
spersen, relaxierten Voronoi-Mosaik verglichen (siehe Abb.3.3). Diese von Kraynik,
Reinelt und Swol [84] vorgeschlagenen, künstlichen Topologien wurden statistisch mit
Seifenschäumen verglichen und führen zu den bisher realistischsten Computermodel-
len für PU-basierte Schäume. Die RVE-Größe wird entsprechend der Vorüberlegungen
auf 10x10x10 Zellen festgelegt. Da angenommen wird, dass das RVE statistisch homo-
gen ist, genügt die Betrachtung einer Realisierung. Ausgangspunkt für das Voronoi-
Mosaik bildet der molekulardynamisch motivierte Kugelpackungsalgorithmus von Sko-
ge u. a. [121]. Dieser führt zu einer in Kraynik, Reinelt und Swol [84] angestrebten
großen Packungsdichte. Um dies zu erreichen wurde abweichend von den Standard-
werten der maximale Packungsanteil auf 99% gesetzt. Anschließend kann aus der peri-
odischen Kugelpackung ein reguläres, periodisches Voronoi-Mosaik generiert werden.
Die abschließende Relaxierung der Struktur erfolgt mit der von Kraynik implemen-
tierten Methode im Surface Evolver (100 Iterationen). Die RVE-Größe des relaxierten
Voronoi-Mosaiks übersteigt bereits die verfügbaren Rechenkapazitäten, wenn es als
Volumenmodell generiert wird. Es wird deshalb angenommen, dass die signifikanten
Einflüsse der Topologie auch unter Verwendung des strukturmechanischen Ansatzes
erhalten bleiben. Aus der Analyse der Netzkonvergenz für die makroskopischen elas-
tischen Eigenschaften ging hervor, dass für eine homogene Verteilung von 10 linearen
Timoshenko-Balken pro Steg die Abweichungen in den Ingenieurkonstanten weniger
als 0,1% betragen. Aus Kompatibilität mit nachfolgenden nichtlinearen Simulationen
wurden für alle drei Modelle 30 Elemente pro Steg verwendet.
In Abb. 4.5 sind die elastischen Eigenschaften der untersuchten Strukturen in Ab-
hängigkeit der relativen Dichte dargestellt. Es wurden gerade Stege mit konstanten
Kreisquerschnitten verwendet. Für das relaxierte Voronoi-Modell stellt sich das für
eine repräsentative RVE-Größe zu erwartende isotrope Verhalten ein. Neben dem Ani-
sotropiefaktor zeigt sich dies an einer geringen Streuung bei der richtungsabhängigen
Auswertung des Elastizitätsmoduls (< 1,5%). Die Weaire-Phelan-Zelle ist hinge-
gen mechanisch stark anisotrop. Weil durch dieses bekannte Verhalten eine wesent-
liche Eigenschaft (mechanische Isotropie) nicht abgebildet werden kann, erscheint die
Weaire-Phelan-Zelle als vereinfachtes, deterministisches Modell für eine PU-basierte
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Abb. 4.5.: Elastische Konstanten der Kelvin-Zelle, der Weaire-Phelan-Zelle und eines relaxierten
Voronoi-Modells mit Timoshenko-Balken in Abhängigkeit der relativen Dichte ψ
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Abb. 4.6.: Trendvergleich der elastischen Konstanten der Kelvin-Zelle, der Weaire-Phelan-Zelle
und eines relaxierten Voronoi-Modells mit Timoshenko-Balken und verschiedenen Ani-
sotropiewerten für die Poren (Kreisquerschnitt, ψ = 5%)
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Struktur nicht geeignet. Sowohl im Elastizitäts- als auch im Schubmodul weichen die
Werte um mehr als 20% von denen des relaxierten Voronoi-Modells ab. Die Anwen-
dung deterministischer Modelle für inverse Probleme zufälliger Strukturen muss somit
kritisch hinterfragt werden. Ein klassisches Beispiel ist die Identifikation von Mate-
rialkennwerten des Grundwerkstoffs durch Vergleich experimenteller Daten und mit
entsprechenden Simulationen. Die häufige Annahme der mechanischen Isotropie der
zufälligen Struktur konnte hingegen durch Abb. 4.5d bestätigt werden.
Weiterhin wird anhand der Porenanisotropie die Korrelation von Topologie und Mor-
phologie bewertet. Dazu ist in Abb. 4.6 der Einfluss der Porenanisotropie auf die ma-
kroskopischen, elastischen Eigenschaften für die drei beschriebenen Topologien darge-
stellt. Die starke Ähnlichkeit in den Verläufen zeigt, dass der ermittelte Trend aus der
relaxierten Voronoi-Struktur auch für die Kelvin- und Weaire-Phelan-Zelle er-
halten bleibt. Es scheint deshalb in diesem Fall angemessen, aus den Ergebnissen für
die Kelvin-Zelle (Kap. 4.1.3) auf morphologische Trends für die relaxierte Voronoi-
Struktur und damit auf PU-basierte Filter zu schließen. Andererseits lassen sich mit
den deterministischen Ersatzstrukturen nur tendenzielle Optimierungsaussagen ablei-
ten und keine Optima angeben.
4.1.3. Sensitivität gegenüber Filtermorphologie
Zunächst werden zwei Varianten der Materialverteilung entlang der Stegachsen be-
trachtet. Die Untersuchungen werden am Volumenmodell der Kelvin-Zelle ausgeführt.
Die Diagramme der morphologischen Parameterstudien enthalten zur Erleichterung
des Verständnisses der einzelnen Parameter ausgewählte Darstellungen der genutzten
Modelle. Die oben genannten Materialparameter für den Grundwerkstoff werden bei-
behalten. In allen folgenden Modellen wird die relative Dichte bei 5% fixiert. Zum
einen wird die Knotenverrundung mit dem Blinn-Faktor bi variiert (vgl. Abb. 4.7),
zum anderen die Stegform durch ein abgerundetes Hyperboloid angenähert, um eine
variable und kontinuierliche Materialverteilung entlang der Stegachse zu ermöglichen
(vgl. Abb. 4.8). Das Hyperboloid wird dabei durch das Verhältnis der Radien am Ste-
gende und der Stegmitte charakterisiert re/rm. In beiden Fällen zeigt sich ein erheb-
licher Einfluss auf den Elastizitätsmodul, den Schubmodul und den Anisotropiefaktor.
Für den Elastizitäts- und Schubmodul lassen sich Maxima finden. Die Steifigkeit kann
andererseits auch stark herabgesetzt werden. Die Querkontraktion wird durch die ge-
wählten Materialverteilungen nur mäßig beeinflusst. Die Anisotropie des elastischen
Verhaltens nimmt mit zunehmender Materialverteilung zu den Knoten hin stark zu.
Allerdings wird zumeist davon ausgegangen, dass Anisotropie in zufälligen Topologien
ohne Vorzugsrichtung keine Rolle spielt (vgl. Kap. 4.1.2) und deshalb eine charakteris-
tische Eigenschaft von deterministischen Modellen ist.
Die Materialverteilung entlang der Stegachse in Abb. 4.8 wurde für ein Modell mit
und ohne Knotenverrundung ausgeführt. Aus der Verschiebung der Maxima lässt sich
folgern, dass die Knotenverrundung und die Materialverteilung entlang des Stegs nicht
unabhängig sind. Für die Ausführung einer Optimierung der Morphologie bedeutet
dies, dass Parameter nicht isoliert betrachtet werden können. Fixierte morphologische
Eigenschaften müssen zumindest im realistischen Zielbereich liegen, um eine Parame-
teroptimierung für einen Filter durchzuführen.
Der Einfluss der Form der Stegquerschnitte auf die elastischen Eigenschaften der
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Abb. 4.7.: Elastische Konstanten der Kelvin-Zelle mit verschiedenen Knotenverrundungen in Ab-
hängigkeit vom Blinn-Faktor bi (ψ = 5%)
a)
0.0
0.2
0.5
0 1 2 3
E
M
/E
m
[%
]
re/rm
scharfe Kanten
verrundet (bi = 0.042)
b)
0.0
0.1
0.2
0 1 2 3
G
M
/G
m
[%
]
re/rm
c)
0.0
0.5
0 1 2 3
ν M
re/rm
re/rm = 0.33 re/rm = 1.5 re/rm = 3.0
d)
0.0
0.5
1.0
0 1 2 3
A
re/rm
Abb. 4.8.: Elastische Konstanten der Kelvin-Zelle mit verschiedenen Materialverteilungen entlang
der Stegachse (Hyperboloid-Stege, ψ = 5 %)
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Abb. 4.11.: Elastische Konstanten der Kelvin-Zelle mit verschiedenen Krümmungen der Stegachsen
(ψ = 5%)
Kelvin-Zelle wurde bereits in frühen Arbeiten [140, 149], aber auch später in Gong,
Kyriakides und Jang [56], mit der Balkentheorie untersucht. Die Ergebnisse haben ge-
zeigt, dass für Balkenmodelle das axiale Flächenträgheitsmoment der Querschnitte den
Elastizitäts- und Schubmodul bestimmt. Das polare Flächenträgheitsmoment wirkt nur
auf den Schubmodul. Der dafür verwendete Flächeninhalt der Querschnitte wirkt sich
auf die Anisotropie des elastischen Verhaltens aus. Für Volumenmodelle gestalten sich
diese Beziehungen dahingehend komplexer, da die Querschnittsform der Stege auch die
Form der Knoten bestimmt. Dadurch kann es bei gleichen Flächenträgheitsmomenten
(basieren auf der Stegform) zu deutlichen Differenzen in den Steifigkeiten kommen.
Die Differenz im Elastizitätsmodul zwischen dem Volumenmodell mit Kreisquerschnitt
und mit Plateau-Querschnitt (Querschnitt eines PU-Schaumes) beträgt etwa 40%, im
Schubmodul 50% (vgl. Abb. 4.9). Die Ergebnisse von Gong, Kyriakides und Jang [56]
und Buffel u. a. [22] (Plateau-Querschnitte) wurden ebenfalls an Volumenmodellen
mit Hilfe der FEM bestimmt. Beide Modelle liefern eine größere Steifigkeit als das prä-
sentierte Modell mit Plateau-Querschnitt. Dies lässt sich mit der ungleichförmigen
Materialverteilung entlang der Stegachsen in diesen Modellen erklären. Beide Modelle
approximieren mit unterschiedlichen Methoden reale Stegverläufe von PU-Schäumen,
sodass ihre Querschnitte zu den Knoten hin größer werden. In Abb. 4.10 wurde weiter-
hin der Einfluss der charakteristischen Hohlstruktur PU-basierter Schäume untersucht.
Bei konstanter relativer Dichte variiert das Verhältnis vom Umfangsradius der Hohl-
struktur ru zum Außenradius des Stegs r. Der Einfluss fällt jedoch deutlich geringer aus
als durch Variation der Querschnittsform. Dennoch liegt die Differenz im Elastizitäts-
modul bei über 10%. Infolge der dominierenden Biegebeanspruchung in offenporigen
Schäumen gilt es folglich, die Querschnittsform im Modell gut abzubilden.
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Abb. 4.12.: Trendvergleich der elastischen Konstanten der Kelvin-Zelle mit verschiedenen Anisotro-
piewerten für die Poren (Kreisquerschnitt, ψ = 5%) mit Volumenmodellen von Gong, Ky-
riakides und Jang [56] (PU-Querschnitt, ψ = 5%) und Buffel u. a. [22] (PU-Querschnitt,
ψ = 2%)
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Der leichten Krümmung der Stegachsen in PU-basierten Schäumen wird zumeist
keine Aufmerksamkeit geschenkt, und sie wird in der Modellierung vernachlässigt. Die
Ergebnisse in Abb. 4.11 zeigen hingegen, dass die Stegkrümmung auch auf das elasti-
sche Verhalten einen signifikanten Einfluss hat. Der Vergleich des Kelvin-Modells mit
Tetraederwinkeln zwischen den Stegen an den Knoten rc ≈ 2,96l0 mit einem Modell
mit geraden Stegen zeigt eine Reduzierung der Steifigkeit um 15%. Die initiale Steg-
ausbeulung beträgt dabei nur 4,3% gegenüber seiner Länge. Die Krümmungsrichtung
der Stege wurde aus den Simulationen von Seifenschäumen mittels Surface Evolver
übernommen [82]. Dabei bleiben die Vierecksflächen der Kelvin-Zelle eben und bilden
für positive Krümmungsradien konvex ausgebeulte Vierecke.
Die einachsige Porenanisotropie wurde hingegen bereits in mehreren Studien an
Balken- und Volumenmodellen untersucht (z.B. in [56, 65, 22]). Dabei kam jeweils
ein ungleichförmiger Verlauf der Stegquerschnitte mit der Plateau-Form zum Ein-
satz, um die Ergebnisse mit Experimenten an PU-Schäumen vergleichen zu können.
Diese Modelle sind somit nur bedingt mit den hier verwendeten Modellen mit Kreis-
querschnitten vergleichbar. Dennoch konnte in Abb. 4.12 der bekannte Trend bestätigt
werden. Dieser setzt sich in den Bereich der gestauchten Porenformen fort. Auch bei
dieser morphologischen Eigenschaft können Extremwerte gefunden werden, weil mit
sinkender Anisotropie
• die transversale Steifigkeit infolge ungünstigerer Stegorientierungen abnimmt und
• die Stegdicken zur Wahrung der relativen Dichte zunehmen.
Beide Trends üben gegenläufigen Einfluss auf die Steifigkeit aus. Es zeigt sich, dass die
Porenanisotropie ein bedeutender Modellparameter ist. Anisotropiewerte von 10% sind
herstellungsbedingt bei PU-basierten Schäumen durchaus üblich. Dadurch ändert sich
für diese Modelle die Steifigkeit um etwa 15%.
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4.2. Versagensfläche / Anfangsfließfläche
Eine Übersicht zu makroskopischen elastisch-plastischen bzw. spröden Materialgeset-
zen für zellulare Materialien ist u.a. in Hanssen u. a. [60] und Bartl [10] und Daxner
[31] zu finden. Es ist weithin akzeptiert, dass plastische und Versagenseigenschaften zel-
lularer Materialien druckabhängig sind. Folglich unterscheiden sich die verschiedenen
Modelle für die Grenzfläche des elastischen Bereichs in den Abhängigkeiten von den
deviatorischen und hydrostatischen Spannungen. Daneben werden auch verschiedene
Verfestigungsansätze verfolgt. Abgesehen vom GAZT-Modell [55] sind diese Modelle
phänomenologisch motiviert und basieren zumeist auf uniaxialen und hydrostatischen
Experimenten. Zum Teil wurden auch mehrachsige Versuche an zellularen Materialien
durchgeführt. Eine kompakte Übersicht über experimentelle Ergebnisse kann in Wick-
lein und Thoma [147] nachgelesen werden. Die Klassifizierung der Materialgesetze nach
der Form der Versagensfläche im Hauptspannungsraum führt auf
• parabolische [55, 134, 101, 112, 38, 131, 26],
• elliptische [47, 106, 148, 35, 25, 26, 1, 6] und
• komplexere Modelle [132, 41, 10].
Die aufgeführten elliptischen und parabolischen Ansätze lassen sich auf die Form
f(SM) =
√√√√α(1)1
Sc
J2
[
1 + α
(1)
2
J3
J1.52
]α(1)3
+
∑
n
β
(1)
n
Sc
(
γ
(1)
n − I1
)n
+
α
(2)
1
Sc
J2
[
1 + α
(2)
2
J3
J1.52
]α(2)3
+
∑
m
β
(2)
m
Sc
(
γ(2)m − I1
)m − 1 (4.1)
verallgemeinern. In dieser Gleichung sind α(k)l , β
(k)
n , β
(k)
m , γ
(k)
n , γ
(k)
m (k = {1; 2}, l =
{1; 2; 3}) für die genannten Materialgesetze
• fixe Parameter,
• mit der Lastgeschichte entwickelbare Variablen oder
• Materialparameter (wie z.B. die kritische Spannung Sc).
I1, J2 und J3 entsprechen der ersten Spannungsinvariante sowie der zweiten und drit-
ten Invariante des Spannungsdeviators SD. Außer in den Modellen von Ehlers und
Droste [41] und Combaz u. a. [26] besteht in den aufgeführten Modellen keine Abhän-
gigkeit von der dritten Invariante J3. Das heißt, die Form der Versagensfläche in der
pi-Ebene des Hauptspannungsraums (vgl. Abb. 4.21a) ist kreisförmig. Die Abhängigkeit
der Grenzfläche des elastischen Bereichs von der dritten Invariante für zellulare Mate-
rialien ist allerdings in den Arbeiten von Ehlers und Droste [41] und McElwain, Roberts
und Wilkins [97] und durch die experimentellen Ergebnisse von Degischer und Kriszt
[32] und Combaz u. a. [26] nachgewiesen worden. Die experimentelle Identifizierung der
Abhängigkeit von der dritten Invariante macht aufwendige mehrachsige Versuche zur
vollständigen Bestimmung der Materialparameter notwendig.
4.2.1. Analytische Versagensfläche der Kelvin-Zelle
Ein semi-analytischer Lösungsweg wurde in Florence und Sab [48] zur Bestimmung von
plastischen Kollapsflächen zellularer Materialien präsentiert und auf die Kelvin-Zelle
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Steg 1, 2 Steg 20, 5 Steg 21, 8
S11 Biegung, Dehn. Biegung, Dehn. -
S22 Biegung, Dehn. - Biegung, Dehn.
S33 - Biegung, Dehn. Biegung, Dehn.
S12 Biegung, Dehn. Biegung, Dehn., Torsion Biegung, Dehn., Torsion
S13 Biegung, Dehn., Torsion Biegung, Dehn. Biegung, Dehn., Torsion
S23 Biegung, Dehn., Torsion Biegung, Dehn., Torsion Biegung, Dehn.
Tab. 4.1.: Arten der Stegbeanspruchungen infolge der makroskopischen Spannungen am RVE
angewandt. Der Ansatz basiert auf torsionsfreien Euler-Bernoulli-Balken und nutzt
auf der Mesoskala einen ideal-plastischen Ansatz in Verbindung mit einem Normalspan-
nungskriterium. Untersucht wurde dabei der Strukturkollaps infolge von Durchplastifi-
zierung von Stegen. In der genannten Arbeit wurden bereits erste Untersuchungen zum
Einfluss der Materialverteilung entlang der Stege angestellt. Die resultierenden Glei-
chungen der meso- und makroskopischen Lösungen sind jedoch nicht enthalten, und
die Abhängigkeit der Kollapsfläche von der Lastorientierung γ wurde nicht betrachtet.
Im Folgenden wird eine analytische Lösung der anisotropen Versagensfläche der offen-
porigen Kelvin-Zelle präsentiert. Das zugrunde liegende Modell idealisiert die Stege
mit geraden Euler-Bernoulli-Balken und beschränkt sich auf kleine Deformatio-
nen. Das Materialverhalten und die Balkenquerschnitte werden außerdem als homogen
angenommen. Zur Ermittlung des makroskopischen Verhaltens wird die in Kap. 2.1
eingeführte Homogenisierung mit periodischen RBD mittels drei Referenzpunkten an-
gewandt.
Die Herangehensweise ähnelt der analytischen Lösung von Warren und Kraynik [141]
zur Bestimmung des makroskopischen, linear-elastischen Verhaltens der Kelvin-Zelle.
Unterschiede bestehen insbesondere in den Ansätzen für die Feldgrößen der Mesoskala.
Vergleichbar ist die Ausnutzung der Punktsymmetrien von Geometrie und RBD an
der Kelvin-Zelle und den in der Kelvin-Zelle enthaltenen Vierecksfacetten. Dadurch
reduziert sich das Problem letztendlich auf die Betrachtung von sechs Stegen und drei
Knoten. Ziel der Ableitungen ist die Definition der Verläufe der Schnittkräfte und
Schnittmomente entlang der Stege in Abhängigkeit der makroskopischen Spannungen.
Dies kann in folgenden Schritten erreicht werden:
• Darstellung der 54 unbekannten Schnittkräfte an den 18 Knoten durch die 6
unabhängigen makroskopische Spannungskomponenten (vgl. Abb. 3.20):
 Kräftegleichgewichte der Vierecksfacetten: 18 Gl.
 Momentengleichgewichte der Vierecksfacetten: 36 Gl.
 Symmetrie des Spannungstensors: 3 Gl.
• Darstellung der 62 Schnittkräfte der 24 Stege durch die 6 unabhängigen makro-
skopischen Spannungskomponenten:
 Kräftegleichgewichte mit den Knotenkräften: 62 Gl.
• Darstellung der 124 Momenten- und Verdrehungsverläufe der 24 Stege sowie der
54 Rotationsfreiheitsgrade an den 18 Knoten durch die 6 unabhängigen makro-
skopischen Spannungskomponenten:
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 Integration der Momentenverläufe entlang der Stege: 62 Gl.
 Momentengleichgewichte an den Knoten: 54 Gl.
 Konsistenzbedingungen der Verdrehungen an den Knoten: 62 Gl.
Die vollständigen Gleichungen können in Anlage A nachgelesen werden. Für jeden Steg
wird ein lokales Koordinatensystem (u,v,w) eingeführt, wobei w entlang der Stegachse
verläuft und u in die angrenzende Vierecksfacette zeigt. Tabelle 4.1 stellt eine Übersicht
zu den Zusammenhängen zwischen makroskopischen Spannungskomponenten und den
durch sie hervorgerufenen Beanspruchungen in den Stegen dar. Die Schnittgrößen für
die hier gewählten, repräsentativen Stege 1, 2, 5, 8, 20 und 21 (vgl. Abb. 3.20) sind:
MS1 u(w) = −l20
[
2w − l0 4ν + 5
5ν + 6
]
S13 + l
2
0
[
2w − l0 6ν + 7
5ν + 6
]
S23 (4.2)
MS1 v(w) = − l
2
0√
2
(2w − l0) (S11 − S22)− 2
√
2 l30
ν + 1
5ν + 6
S12 (4.3)
MS1 w(w) =
l30
5ν + 6
(S13 − S23) (4.4)
FS1 w(w) = −
√
2 l20 (S11 + S22 − 2S12) (4.5)
MS2 u(w) = −l20
[
2w − l0 6ν + 7
5ν + 6
]
S13 − l20
[
2w − l0 4ν + 5
5ν + 6
]
S23 (4.6)
MS2 v(w) =
l20√
2
(2w − l0) (S11 − S22) + 2
√
2 l30
ν + 1
5ν + 6
S12 (4.7)
MS2 w(w) =
l30
5ν + 6
(S13 + S23) (4.8)
FS2 w(w) = −
√
2 l20 (S11 + S22 + 2S12) (4.9)
MS20 u(w) = l
2
0
[
2w − l0 4ν + 5
5ν + 6
]
S12 − l20
[
2w − l0 6ν + 7
5ν + 6
]
S23 (4.10)
MS20 v(w) = − l
2
0√
2
(2w − l0) (S11 − S33)− 2
√
2 l30
ν + 1
5ν + 6
S13 (4.11)
MS20 w(w) = − l
3
0
5ν + 6
(S12 − S23) (4.12)
FS20 w(w) = −
√
2 l20 (S11 + S33 − 2S13) (4.13)
MS5 u(w) = l
2
0
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S12 + l
2
0
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2w − l0 4ν + 5
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]
S23 (4.14)
MS5 v(w) =
l20√
2
(2w − l0) (S11 − S33) + 2
√
2 l30
ν + 1
5ν + 6
S13 (4.15)
MS5 w(w) = − l
3
0
5ν + 6
(S12 + S23) (4.16)
FS5 w(w) = −
√
2 l20 (S11 + S33 + 2S13) (4.17)
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MS21 u(w) = l
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S12 − l20
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S13 (4.18)
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MS8 u(w) = −l20
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Daraus ergeben sich das Biegemoment MB, das Torsionsmoment MT und die axiale
Stegkraft entsprechend
MB(w) =
√
M2u(w) +M
2
v (w) (4.26)
MT(w) = Mw(w) (4.27)
F (w) = −Fw(w), (4.28)
sowie der Spannungstensor der Mesoskala
Sm =

0 0 0
0 0
MT
Ip
r
0
MT
Ip
r
MB(w)
I
rB +
F
A
 . (4.29)
rB ist der orthogonale Abstand von der Nullspannungsebene (Biegespannungen), r =√
u2 + v2 der Abstand von der Stegachse, I das Flächenträgheitsmoment und Ip das
polare Flächenträgheitsmoment.
Die analytische Lösung lässt sich auch auf die Kelvin-Zelle mit anisotropen Poren
erweitern, indem die Bestimmung der Momentenverläufe im Lösungsweg entsprechend
angepasst wird:
MS1 u(w) = l
3
0
[
2
w
l0
− β3√
2β2 cosα
]
S13 + l
3
0
[
2
w
l0
−
√
2
cosα
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2β6 cosα
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(4.30)
MS1 v(w) = −l30
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l0
cosα− 1√
2
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S11 − S22 tan2 α
)
+
1
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β2
S12 tanα (4.31)
MS1 w(w) =
(ν + 2) sinα
β2
l30S13 −
sin2 α√
2β6
l30S23 (4.32)
FS1 w(w) = 2l
2
0(S11 + S22) sinα +
2
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l20S12 (4.33)
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Die verwendeten Funktionen β1 bis β6 berechnen sich aus:
β1 = −
√
2(ν + 1)(
√
2 + 2 cosα)(2ν cos2 α−
√
2ν cosα− ν − 2) (4.54)
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√
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β5 = cos
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√
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β6 = ν cos
3 α + cosα +
√
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Abschließend können nun Versagens- bzw. Fließkriterien auf die Mesoskala ange-
wandt werden, um die makroskopische Versagens- bzw. Fließfläche zu bestimmen. Da-
mit nicht jeder materielle Punkt des RVE analysiert werden muss, wird die Lage der
möglichen kritischen Punkte auf der Mesoskala vorab eingegrenzt.
von Mises-Kriterium
Das von Mises-Kriterium ist das klassische Festigkeits- bzw. Fließkriterium und ba-
siert auf Betrachtungen zur Deformationsenergie eines Körpers. Der Spannungszustand
wird durch die von Mises-Spannung
SM(S) =
√
3
2
SD : SD (4.60)
auf einen skalaren Vergleichswert abgebildet, der entsprechend Gl. (2.64) mit einem
kritischen Wert verglichen wird. Die Anwendung auf die Spannungen in den Stegen
(4.29) lässt den Schluss zu, dass die maximalen von Mises-Spannungen zwingend an
einem Stegende und auf dem Rand des Stegquerschnitts liegen müssen. Auf welchem
der sechs Stege das Kriterium zuerst erfüllt ist, hängt vom makroskopischen Span-
nungszustand ab. Es müssen somit jeweils zwei Enden an allen sechs repräsentativen
Stegen geprüft werden:
fvM(SM) = max
{
SM(S1,1), S
M
(S1,2), S
M
(S2,1), S
M
(S2,2),
SM(S5,1), S
M
(S5,2), S
M
(S8,1), S
M
(S8,2),
SM(S20,1), S
M
(S20,2), S
M
(S21,1), S
M
(S21,2),
}
− Sc (4.61)
SMSi,1 und S
M
Si,2 stehen für die von Mises-Spannungen am kritischen Ort an den Steg-
enden 1 und 2 des Stegs Si. Das Kriterium lässt sich in kompakter Form mit
fvM(SM) = max
{
SM(Si,j)
}
− Sc mit i ∈ {1; 2; 5; 8; 20; 21}; j ∈ {1; 2} (4.62)
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zusammenfassen.
Kriterium der maximalen, absoluten Hauptspannung
Hauptspannungskriterien kommen insbesondere für sprödes Materialversagen zum Ein-
satz. Aus dem Spannungstensor der Mesoskala (4.29) können direkt die Hauptspannun-
gen
SI,II,III =
{
−p
2
±
√
p2
4
− q; 0
}
(4.63)
mit
p = −MB(w)
I
rB − F
A
(4.64)
q = −MT
Ip
r (4.65)
berechnet werden. Hauptspannungen werden per Konvention der numerischen Größe
nach geordnet SI ≥ SII ≥ SIII. Soll nun die größte, absolute Hauptspannung mit einem
kritischen Wert verglichen werden, genügt die Betrachtung von SI und |SIII|. Auch für
dieses Kriterium ergibt sich, dass die kritischen Punkte der Mesoskala auf dem Profil-
rand der Stegenden liegen müssen. Damit lässt sich die makroskopische Versagensfläche
mittels
fmaH(SM) = max
{
SI(Si,j);−SIII(Si,j)
}
− Sc (4.66)
definieren. SISi,1, S
I
Si,2, S
III
Si,1 und S
III
Si,2 stehen für die erste und dritte Hauptspannung am
kritischen Ort an den Stegenden 1 und 2 des Stegs Si.
Rankine-Kriterium
Das Rankine-Kriterium wird häufig für das Versagen von zugempfindlichen Materia-
lien, wie z.B. bei vielen Keramiken, eingesetzt. Die größten Zuglasten ergeben sich aus
der ersten Hauptspannung, sodass
fRa(SM) = max
{
SI(Si,j)
}
− Sc (4.67)
folgt.
Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie
Analog zu den vorangegangenen Kriterien lassen sich auch Materialien mit unterschied-
lichen Festigkeiten für Zug- bzw. Druckbelastung bewerten. Neben der Verwendung ei-
nes Wichtungsfaktors können auch zwei unterschiedliche kritische Spannungen für Zug
Sc,Z und Druck Sc,D eingesetzt werden:
fZDA(SM) = max
{
max
{
SI(Si,j)
}− Sc,Z;
max
{−SIII(Si,j)}− Sc,D} (4.68)
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Abb. 4.15.: Anisotrope Versagensfläche der Kelvin-Zelle und ihre Schranken für das von Mises-
Kriterium und ψ = 5%: a) pi-Ebene, b) ξ-ρ-Ebene (θ = 0)
• Die erste Hauptspannungsrichtung entspricht der Raumdiagonale des RVE:
γ = [pi/4, arccos (1/
√
3),pi/12].
Dabei wird offensichtlich, dass die Darstellung einer anisotropen Versagensfläche im
Hauptspannungsraum nicht eindeutig ist. Die deviatorische Querschnittsform (vgl.
Abb. 4.15a) hängt von der makroskopischen Lastorientierung ab. Die Form variiert
hier zwischen sechseckigen (konvexen) Polygonen und einer Ellipse.
Der Verlauf zu den Kegelspitzen ist linear, und für isotrope Poren sind die Kegel
sehr lang und dünn. Das bedeutet, dass deviatorische Belastungen für die Kelvin-
Zelle um ein Vielfaches kritischer sind als hydrostatische Belastungen. Dieses spezielle
Verhalten resultiert aus der Topologie der Struktur. Dadurch werden für deviatori-
sche Belastungen die Stege auf der Mesoskala durch Biegebeanspruchungen belastet.
Für hydrostatische Beanspruchungen wirken ausschließlich Zug-/Drucklasten entlang
der Stegachsen, und die gesamte Struktur wird gleichmäßig ausgelastet. Das grenzt
das Verhalten der Kelvin-Zelle von dem für komplexere Topologien wie derWeaire-
Phelan-Zelle oder zufälligen Strukturen ab. Bei diesen führen auch hydrostatische
Belastungen zu signifikanten Biegebeanspruchungen auf der Mesoskala (siehe Kapitel
4.2.3). Dadurch ist die Anwendung der Kelvin-Zelle als repräsentative Struktur für zu-
fällige, zellulare Materialien nur begrenzt möglich. Allerdings kann dieser Effekt durch
kleine topologische Störungen [34] als auch durch die Modellierung morphologischer
Details (siehe unten) zumindest reduziert werden.
Durch den punktsymmetrischen Charakter der Versagensfläche überlappen sich die
beiden Kegel leicht über die pi-Ebene hinaus. Dadurch liegen die größten ertragbaren,
deviatorischen Belastungen im Allgemeinen nicht in der pi-Ebene. Die Auswirkungen
dieser Eigenschaften verstärken sich mit zunehmender relativer Dichte. Für ψ = 5%
und γ = [0,0,0] ergibt der Querschnitt der Versagensfläche scheinbar ein regelmäßiges
Sechseck. Doch für größere relative Dichten (vgl. z.B. ψ = 15% in Florence und Sab [48])
ist zu erkennen, dass der Querschnitt ein deutlich unregelmäßiges Sechseck darstellt,
wie es von dem Mohr-Coulomb-Kriterium bekannt ist.
Die in der Literatur aufgezeigten Versagens- und Fließflächen für die offenporige
Kelvin-Zelle in Demiray [34] und die Kelvin-Zelle mit geschlossenen Poren in Dax-
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ner [31] betrachten ausschließlich den Spezialfall γ = [0,0,0] und liefern dadurch ein
unvollständiges Bild, weil die Lastrichtungsabhängigkeit (Anisotropie) vernachlässigt
wird. Die untere und obere Schranke der Versagensfläche der Kelvin-Zelle wurden nu-
merisch mit einem Winkelraster für die Komponenten von γ von je 3,75◦ ermittelt. Die
untere Schranke besitzt auch eine sechseckige Querschnittsform, die jedoch innerhalb
der Versagensfläche für γ = [0,0,0] liegt. Die Versagensfläche für die Lastorientierung
γ = [0,0,0] ist deshalb keine konservative Approximation der unteren Schranke, und
die Beschränkung auf diesen Spezialfall führt folglich zu einer Überschätzung des elas-
tischen Bereichs.
Die Anwendung der oben eingeführten Hauptspannungskriterien führt auf ähnliche
makroskopische Versagensflächen (siehe Abb. 4.16) wie für das von Mises-Kriterium.
Die geringen Unterschiede für das Kriterium der maximalen, absoluten Hauptspan-
nung und das von Mises-Kriterium führt hier dazu, dass beide Kriterien äquivalent
eingesetzt werden können. Das Rankine-Kriterium unterscheidet sich durch den Weg-
fall des Kegels im Druckbereich (negative hydrostatische Spannungen). So besteht die
Versagensfläche aus einem Kegel, der sich in den Druckbereich unendlich fortsetzt.
Dies bedeutet, dass durch hydrostatischen Druck größere deviatorische Belastungen
ermöglicht werden können. Allerdings geht auch dies auf die besondere mesoskopische
Lastverteilung in der Kelvin-Zelle zurück und trifft nicht auf komplexere Strukturen
zu (siehe Kapitel 4.2.3). Die asymmetrische Zug-Druck-Festigkeit führt wieder auf einen
Doppelkegel entlang der hydrostatischen Achse. Für das in Abb. 4.16e,f dargestellte Bei-
spiel wurde die Druckfestigkeit mit der eineinhalbfachen Zugfestigkeit (Sc,D = 1,5Sc,Z)
gewählt. Dadurch verschiebt sich der Ursprung der Punktsymmetrie in den Druckbe-
reich.
Für die untersuchten Kriterien weist die analytische Lösung der Versagensfläche eine
vernachlässigbar geringe Abhängigkeit von der Querkontraktion des Grundwerkstoffs
auf [129]. Die relative Dichte übt hingegen durch den Zusammenhang mit dem Flä-
chenträgheitsmoment der Stege einen dominierenden Einfluss aus (vgl. Abb. 4.18) und
ist dadurch, wie bereits für die makroskopischen, elastischen Eigenschaften, von beson-
derer Bedeutung.
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Abb. 4.16.: Anisotrope Versagensfläche der Kelvin-Zelle und ihre Schranken in der pi-Ebene und der
ξ-ρ-Ebene für θ = 0 und ψ = 5%:
a,b) Kriterium der maximalen, absoluten Hauptspannung,
c,d) Rankine-Kriterium, e,f) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie
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4.2.2. Vergleich von Volumen-, Struktur- und Hybridmodellen
Die Versagensfläche der Kelvin-Zelle sowie die untere und obere Schranke im Haupt-
spannungsraum werden mit den drei Modellarten Volumenmodell, Hybridmodell und
Strukturmodell ermittelt. Die Volumen- und Hybridmodelle werden mit ortsabhängiger
Netzverfeinerung erzeugt, sodass die Elementgröße in kritischen Bereichen um den Fak-
tor zehn kleiner sind als im restlichen Modell. Die Modellgrößen liegen bei 5 Millionen
quadratischen Tetraederelementen. Die Modellflächen mit angreifenden periodischen
Randbedingungen und Kopplungsbedingungen wurden von der Spannungsbewertung
ausgenommen. An diesen Stellen kommt es zum Teil zu numerischen Spannungsspit-
zen. Die Verteilung der Integrationspunkte in den Balkenquerschnitten erfolgt polar
mit drei Integrationspunkten entlang des Radius und 48 entlang des Umfangs. Dies
ist erforderlich, um Ort und Größe der maximalen Spannungen am Steg zu erfassen.
Dabei genügt diese Diskretisierung zur Reproduktion der analytischen Lösung.
Der Vergleich der Versagensflächen in Abb. 4.17 zeigt gute Übereinstimmungen für
das Volumen- und Hybridmodell mit geringen Abweichungen in der Größe. Das Balken-
modell unterscheidet sich von diesen beiden sowohl in der Größe der Versagensfläche
als auch in Größe und Form der Anisotropie. Die untere Schranke als konservative
Abschätzung des elastischen Bereichs wird signifikant überschätzt.
Daraus lässt sich schließen, dass das Balkenmodell nicht geeignet ist, quantitative
Ergebnisse für Grundwerkstoffe mit inelastischem Materialverhalten oder eine konser-
vative Abschätzung für sprödes Versagen zu berechnen. Das Hybridmodell ist geeignet,
die Versagensfläche zu ermitteln. Die bestehenden Abweichungen resultieren aus der
einfachen Kopplungsmodellierung mit Starrkörperannahmen für die Kopplungsflächen.
Der Performancegewinn der Hybridmodelle wird erheblich vom Umfang der Balken-
anteile bestimmt. In Abhängigkeit von der Morphologie sind für keramische Schäume
jedoch nur mäßig viele Stegabschnitte durch Balkenansätze modellierbar. Die Ursachen
dafür sind, dass bei inhomogenen Materialverteilungen entlang der Stege das mechani-
sche Verhalten nicht mehr mit den Balkenhypothesen approximiert werden kann und
die kritischen Spannungen nicht im Bereich der Balken und der Kopplungen auftreten
dürfen. Allerdings zeigt dieses Ergebnis und das aus Kap. 4.1.1 weiterhin, dass es mög-
lich ist, eine elastische Lösung für vergleichsweise große RVE bzw. Komponenten mit
Hybridmodellen zu ermitteln. Anschließend können selektiv die kritischen Stellen mit
feineren Diskretisierungen (Submodellen) berechnet und deren Festigkeit bewertet wer-
den. Submodelle können dabei vollständig als Volumenmodelle ausgelegt werden. Dabei
ist es durchaus legitim, wenn Submodelle auch Bereiche mit vormals strukturmecha-
nischen Ansätzen umfassen. Der numerische Aufwand der Simulation zur Bestimmung
einer elastischen Lösung kann dadurch reduziert werden. Im Rahmen der elastischen
Konvergenz kann der strukturmechanische Anteil maximal erhöht und die Diskretisie-
rungen des Volumenanteils reduziert werden. Dies wirkt sich dabei nicht negativ auf die
Ergebnisse der nachfolgenden Submodelle aus. Für die Auswahl der kritischen Bereiche
lassen sich die Informationen aus der elastischen Lösung nutzen, um den numerischen
Aufwand der Festigkeitsbewertung weiter zu reduzieren.
Für die Darstellung der Sensitivität der Versagensfläche gegenüber verschiedenen
Einflüssen werden im Folgenden zwei charakteristische Punkte der Versagensfläche be-
trachtet:
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Abb. 4.17.: Anisotrope Versagensfläche der Kelvin-Zelle und ihre obere und untere Schranke in der
pi-Ebene und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für (ψ = 5%):
a,d) Volumenmodell (b = 0,03), b,e) Hybridmodell (b = 0,03,Υ = 30%),
c,f) Euler-Bernoulli-Modell
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Abb. 4.18.: Norm der kritischen, deviatorischen Spannung (der unteren Schranke) in der pi-Ebene
und Betrag der kritischen, hydrostatischen Spannung auf der hydrostatischen Achse in
Abhängigkeit von der relativen Dichte (θ = 0)
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• bei rein deviatorischen Belastungen (ρ-Achse)
• bei rein hydrostatischen Belastungen (ξ-Achse)
Hierfür wird die Norm der kritischen deviatorischen Spannung ρM(θ) und der hydro-
statischen Spannung |ξM| (vgl. Gl. (2.55)) aufgetragen. Infolge der Anisotropie erfolgt
die Auswertung an der unteren Schranke der Versagensfläche, um eine konservative
Festigkeitsbewertung zu erhalten.
In Abb. 4.18 lässt sich eine stetige Zunahme der Größe der Versagensfläche mit der
relativen Dichte erkennen. Im Vergleich zu den elastischen Eigenschaften stellt sich
jedoch kein ausgeprägter, exponentieller Zusammenhang ein. Weiterhin resultiert der
Einsatz des Balkenmodells in einer zunehmenden Überschätzung der Versagensfläche.
Auch das Hybridmodell weicht in geringem Umfang von der Lösung des Volumenmo-
dells ab, liegt dabei allerdings auf der konservativen Seite. Durch Verbesserung der
Kopplungsimplementierung lässt sich der Fehler womöglich weiter reduzieren.
In dieser und in den folgenden Darstellungen der Sensitivität der Versagensfläche
zeigt sich, dass die ermittelten Zusammenhänge nicht glatt sind. Dies weist darauf hin,
dass sich die verwendeten Modelle an der unteren Grenze der erforderlichen geometri-
schen und numerischen Auflösung befinden. Als kritische Einflüsse konnten
• kleine Unebenheiten in der Modelloberfläche und
• die Netzdiskretisierung an Schnittstellen für periodische Randbedingungen und
an Kopplungsstellen
identifiziert werden. Die Volumen- und Hybridmodelle in Abb. 4.18 weisen identische
Netze in den kritischen Bereichen auf und zeigen vergleichbare Unregelmäßigkeiten in
den dargestellten Kurven. Die geometrischen Abweichungen fallen mit < 3% bezogen
auf den lokalen Steg- bzw. Knotendurchmesser der Struktur relativ klein aus. Daraus
zeigt sich die ausgeprägte Sensitivität der Versagensfläche gegenüber der geometrischen
Modellqualität.
Die Qualität des Geometriemodell und der Diskretisierung der Mesoskala ist von
essentieller Bedeutung für die Ermittlung hochwertiger Spannungsfelder. Zumindest
in den für die Festigkeitsbewertung relevanten Modellbereichen lässt sich infolge der
zumeist stark gekrümmten Modelloberflächen eine feine Vernetzung nicht vermeiden.
Insbesondere Modelle aus bildgebenden Verfahren erfordern deshalb eine besondere
Sorgfalt in der Modellgenerierung und Aufbereitung. Modellierungsbedingte Oberflä-
chenrauigkeiten entstehen infolge grober Voxelauflösungen. Durch Werkzeuge der Bild-
verarbeitung können diese zwar reduziert werden, führen bei pauschaler Anwendung
jedoch ebenso zur Entfernung materieller Fehlstellen, z.B. scharfer Kerben und Risse.
4.2.3. Sensitivität gegenüber Filtertopologie
Die Versagensflächen in Abb. 4.19 für dieWeaire-Phelan-Zelle und das in Kap. 4.1.2
beschriebene, relaxierte Voronoi-Mosaik mit zehn Zellen in jede Raumrichtung ba-
sieren ebenfalls auf Modellen mit geraden Euler-Bernoulli-Balken und einer re-
lativen Dichte von ψ = 5%. Für diese beiden Modelle wurden die relativen Dichten
aus den akkumulierten Balkenvolumina ermittelt. Diese Methode führt jedoch zu einer
Unterschätzung der Dichtewerte und folglich ebenso der Größe der damit berechne-
ten Versagensflächen. Die Stegquerschnitte sind kreisförmig und die Diskretisierung
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Abb. 4.19.: Anisotrope Versagensfläche und ihre Schranken in der pi-Ebene und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0)
für das von Mises-Kriterium und ψ = 5%:
a,b) Weaire-Phelan-Zelle,
c,d) relaxiertes Voronoi-Mosaik (10x10x10 Zellen),
e,f) relaxiertes Voronoi-Mosaik (6x6x6 Zellen)
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Abb. 4.20.: Anisotrope Versagensfläche und ihre Schranken eines relaxierten Voronoi-Mosaiks
(10x10x10) in der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) mit ψ = 5%:
a) Rankine-Kriterium, b) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie
erfolgt mit einer Elementgröße von 0,0079mm bzw. 0,01mm. Neben den drei speziel-
len Lastrichtungen wurde die untere Schranke der Versagensfläche ermittelt. Dadurch
können die Versagensflächen direkt mit der für die Kelvin-Zelle bestimmten Lösung
(vgl. Abb. 4.15) verglichen werden.
Aus der Anisotropieabschätzung mithilfe der ermittelten Schranken für die Versa-
gensflächen ergeben sich eine erheblich größere Anisotropie für die Weaire-Phelan-
Zelle und eine gering ausgeprägte Anisotropie für das relaxierte Voronoi-Mosaik ge-
genüber der Kelvin-Zelle. Der Spezialfall der isotropen Versagensfläche weist sich da-
durch aus, dass die Versagensfläche im Hauptspannungsraum unabhängig von γ ist,
wodurch die Schar der Versagensfläche gerade mit ihren Schranken zusammenfällt.
Der Vergleich der Versagensfläche der Weaire-Phelan-Zelle für γ = [0,0,0] mit ih-
rer unteren Schranke zeigt, dass insbesondere für diese Struktur die Anisotropie der
Versagensfläche nicht vernachlässigt werden darf. Anderenfalls droht eine signifikante
Überschätzung des elastischen Bereichs. Weiterhin scheint diese Lastorientierung gera-
de den größtmöglichen elastischen Bereich aufzuweisen, da die Versagensfläche mit der
ermittelten oberen Schranke zusammenfällt.
Das relaxierteVoronoi-Mosaik nähert sich den Eigenschaften einer isotropen Versa-
gensfläche bereits gut an. So beträgt die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke
weniger als 10% der kritischen deviatorischen Spannung. Dies stützt die These, dass
zufällige PU-basierte Schäume (ohne Porenanisotropie) isotropes Materialverhalten auf
der Makroskala aufweisen. Weiterhin kommt das hier verwendete RVE mit 10x10x10
Poren der statistischen Homogenität nahe und bestätigt die Abschätzung der unteren
Schranke für die RVE-Größe aus Kap. 3.1. Zum Vergleich ist in Abb. 4.19e,f ein rela-
xiertes Voronoi-Mosaik mit 6x6x6 Poren abgebildet. Die Anisotropie fällt für dieses
Modell größer aus, und der hydrostatische Zusammenhang unterscheidet sich signifi-
kant im Zug- und Druckbereich. Demzufolge ist dieses Modell nicht in der Lage, das
makroskopische Verhalten zu repräsentieren.
Sowohl die Weaire-Phelan-Zelle als auch das relaxierte Voronoi-Mosaik zeigen
zudem gegenüber der Kelvin-Zelle deutlich geringere ertragbare deviatorische und
hydrostatische Belastungen. Das erklärt sich durch den komplexeren Beanspruchungs-
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zustand auf der Mesoskala. Insbesondere für hydrostatische Belastungen der RVE tre-
ten neben Zug-/Druck-Beanspruchungen in den Stegen auch signifikant Biege- und
Torsionslasten auf. Grundsätzlich bleibt die Form eines Doppelkegels im Hauptspan-
nungsraum erhalten. Der Verlauf der Versagensflächen zwischen der pi-Ebene und den
Kegelspitzen ist jedoch nicht linear, sondern konvex gekrümmt. Insbesondere für das re-
laxierte Voronoi-Mosaik scheint deshalb die Approximation durch ein Rotationsellip-
soid angemessen. Der Vergleich mit den Versagensflächen für das Rankine-Kriterium
und das Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie (siehe Abb. 4.20) zeigt
weiterhin, dass das Verhalten des Grundwerkstoffs auch für komplexe Strukturen maß-
geblich den Charakter des makroskopischen Verhaltens bestimmt.
Die Versagensflächen der Kelvin- und Weaire-Phelan-Zelle unterscheiden sich
signifikant in Größe, Form und Anisotropie von der Versagensfläche des relaxierten
Voronoi-Mosaiks. Daraus folgt, dass beide deterministischen Strukturen als Topolo-
gievereinfachung in quantitativen Berechnungen für diese Art von zufälligen Strukturen
ungeeignet sind. Zu dieser Art von Berechnungen gehört insbesondere die inverse Iden-
tifikation von Materialparametern aus experimentellen Versuchen.
4.2.4. Sensitivität gegenüber Filtermorphologie
Bereits für die elastischen Eigenschaften zellularer Materialien hat sich gezeigt, dass
die Morphologie einen bedeutenden Einfluss auf die makroskopischen Eigenschaften
ausübt (vgl. Kap. 4.1.3). In diesem Kapitel wird der Einfluss der Porenanisotropie, der
Knotenverrundung, der Materialverteilung entlang der Stegachse und der Stegkrüm-
mung auf die elastische Versagensfläche am Beispiel der Kelvin-Zelle untersucht. Die
verwendeten Modelle haben eine relative Dichte von ψ = 5%. Dargestellt wird die
untere Schranke der Versagensfläche in der deviatorischen und der ξ-ρ-Schnittfläche
des Hauptspannungsraums. Die Darstellung der Versagensfläche für γ = [0,0,0] und
ihrer unteren Schranke für ein Modell mit anisotroper Pore in Abb. 4.21a vermittelt,
dass durch die Vernachlässigung des anisotropen Verhaltens erhebliches Potenzial des
Materials ungenutzt bleibt.
Zunächst werden in Abb. 4.21b-d die unteren Schranken für verschiedene Porenaniso-
tropien und Grundwerkstoffe dargestellt. Die Ergebnisse in diesen Diagrammen wurden
mit Euler-Bernoulli-Modellen der Kelvin-Zelle berechnet. Ohne Porenanisotropie
(blau) unterscheiden sich die Versagensflächen für die drei verschiedenen Grundwerk-
stoffe noch signifikant. Mit zunehmender Streckung bzw. Stauchung der Poren wird
die Porenanisotropie hingegen zur dominierenden Einflussgröße für die makroskopische
Versagensfläche. Dies äußert sich darin, dass die makroskopischen Versagensflächen für
die präsentierten Grundwerkstoffe nur noch geringe Unterschiede aufweisen.
Die Sensitivität der Versagensfläche der Kelvin-Zelle gegenüber Porenanisotropie
lässt sich an der in Abb. 4.22 aufgezeigten Beziehungen für das Euler-Bernoulli-
und das Volumenmodell (moderate Verrundung mit Blinn-Faktor b = 0,03), jeweils
mit geraden, zylindrischen Stegen, erkennen. Die Anisotropie der Poren führt dem-
nach zu einer Reduzierung des makroskopischen elastischen Bereichs. Der Vergleich
der Versagensflächen des Balken- und Volumenmodells bestätigt die Überschätzung
des elastischen Bereichs durch das Balkenmodell im gesamten Untersuchungsbereich.
Der Trend des Zusammenhangs bleibt jedoch erhalten.
Die Sensitivität gegenüber der Knotenverrundung in Abb. 4.23 weist ein ähnliches
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Abb. 4.21.: a) Versagensfläche der Kelvin-Zelle (Balkenmodell) mit anisotroper Pore für die
Lastrichtung γ = [0,0,0] (blau-weiß) und ihre untere Schranke (orange) im Hauptspan-
nungsraum,
untere Schranke der Versagensfläche der Kelvin-Zelle (Balkenmodell) mit aniso-
tropen Poren in der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) mit tanα = {0,5; 0,9; 1,0; 1,5; 2,0}, der relativen
Dichte ψ = 5% und den folgenden Materialmodellen für den Grundwerkstoff:
b) von Mises-Kriterium,
c) Rankine-Kriterium,
d) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie
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Abb. 4.22.: Norm der kritischen, deviatorischen Spannung (der unteren Schranke) in der pi-Ebene
und Betrag der kritischen, hydrostatischen Spannung auf der hydrostatischen Achse in
Abhängigkeit der Porenanisotropie dargestellt durch tanα für Volumen- und Balkenmo-
delle der Kelvin-Zelle (relative Dichte: ψ = 5%):
a, b1) von Mises-Kriterium,
b2) von Mises-Kriterium sowie Rankine-Kriterium und Hauptspannungskriterium mit
Zug-Druck-Asymmetrie für ξM ≥ 0,
b3) Rankine-Kriterium (ξM < 0),
b4) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie (ξM < 0)
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Abb. 4.23.: Norm der kritischen, deviatorischen Spannung (der unteren Schranke) in der pi-Ebene
und Betrag der kritischen, hydrostatischen Spannung auf der hydrostatischen Achse in
Abhängigkeit der Knotenverrundung dargestellt durch den Blinn-Faktor b für Volumen-
und Balkenmodelle der Kelvin-Zelle (relative Dichte: ψ = 5%):
a, b1) von Mises-Kriterium,
b2) von Mises-Kriterium sowie Rankine-Kriterium und Hauptspannungskriterium mit
Zug-Druck-Asymmetrie für ξM ≥ 0,
b4) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie (ξM < 0)
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Abb. 4.24.: Norm der kritischen, deviatorischen Spannung (der unteren Schranke) in der pi-Ebene
und Betrag der kritischen, hydrostatischen Spannung auf der hydrostatischen Achse in
Abhängigkeit der Materialverteilung entlang der Stegachse dargestellt durch das Stegra-
dienverhältnis re/rm (Stegende/Stegmitte) für Volumen- und Balkenmodelle der Kelvin-
Zelle (relative Dichte: ψ = 5%):
a, b1) von Mises-Kriterium,
b2) von Mises-Kriterium sowie Rankine-Kriterium und Hauptspannungskriterium mit
Zug-Druck-Asymmetrie für ξM ≥ 0,
b4) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie (ξM < 0)
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Abb. 4.25.: Norm der kritischen, deviatorischen Spannung (der unteren Schranke) in der pi-Ebene
und Betrag der kritischen, hydrostatischen Spannung auf der hydrostatischen Achse in
Abhängigkeit der Krümmung der Stegachse dargestellt durch das Verhältnis von Steglänge
und Krümmungsradius l0/rc für Volumen- und Balkenmodelle der Kelvin-Zelle (relative
Dichte: ψ = 5%):
a, b1) von Mises-Kriterium,
b2) von Mises-Kriterium sowie Rankine-Kriterium und Hauptspannungskriterium mit
Zug-Druck-Asymmetrie für ξM ≥ 0,
b3) Rankine-Kriterium (ξM < 0),
b4) Hauptspannungskriterium mit Zug-Druck-Asymmetrie (ξM < 0)
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Resultat auf. Der Einfluss dieser Eigenschaft auf die Größe der Versagensfläche ist er-
heblich und besitzt ein Maximum. Das liegt daran, dass sich an scharfen Kanten (b
klein) eine Spannungskonzentration ausbildet und die zunehmende Knotenverrundung
(ansteigende b) zu Lasten der Stegdicken ausfällt, um die relative Dichte unverändert
zu belassen. Während bei kleinen und moderaten Verrundungen die maximalen Span-
nungen an den Knoten auftreten, wandert mit zunehmender Verrundung die maximale
Spannung zur Stegmitte. Balkenmodelle können diese Eigenschaft nicht abbilden und
dienen hier nur der Orientierung. Auch die zunehmende Konzentration des Stegmate-
rials zum Knoten hin führt zur Einschnürung der Stegmitte und in dessen Folge zur
Verlagerung des Spannungsmaximums in Richtung Stegmitte. Für die kritischen, devia-
torischen Spannungen stellt sich dadurch ein Maximum ein (Abb. 4.24). Die kritischen,
hydrostatischen Spannungen hängen hingegen stark von den kleinsten Stegquerschnit-
ten ab. Im Gegensatz zur vorangegangen Modellvariation, bei der der Stegquerschnitt
entlang der Stegachse gleichmäßig abgenommen hat, bildet sich für den hyperbolischen
Steg an der Stegmitte ein Querschnittsminimum aus. Dieser Effekt bewirkt eine stetige
Abnahme der kritischen, hydrostatischen Spannungen.
Im deviatorisch dominierten Belastungsbereich ist der Einfluss der Stegkrümmung
auf die makroskopische Grenzlast gering (Abb. 4.25). Für hydrostatische Beanspruchun-
gen ergibt sich der auftretende Einfluss aus den steigenden Biegebeanspruchungen und
der Reduzierung der Stegdicke infolge seiner Längenzunahme. Die Kelvin-Zelle weist
unter hydrostatischen Belastungen einen besonderen Beanspruchungscharakter auf der
Mesoskala auf (vgl. Kap. 4.2.1), der sich mit zunehmender Stegkrümmung dem biege-
beanspruchungsdominierten Verhalten einer zufälligen Struktur annähert. Demzufolge
ist der aufgezeigte Trend für zufällige Schäume nicht repräsentativ.
Neben der relativen Dichte müssen auch die Porenanisotropie, die Knotenverrundung
und die Materialverteilung entlang der Stegachse zu den wesentlichen Einflussgrößen
auf die makroskopische Versagensfläche gezählt werden. Die Sensitivität gegenüber der
Stegkrümmung kann aus der gezeigten Studie nicht eindeutig bestimmt werden. In-
folge der vorhandenen Extrempunkte in den Trendkurven kann durch Variation der
Morphologie der Bereich des elastischen Verhaltens beeinflusst und optimiert werden.
4.2.5. Modell der Versagensfläche / Anfangsfließfläche
Die zu Beginn von Kap. 4.2 vorgestellten Versagens- und Fließflächen der Literatur so-
wie die in den vorangegangenen Abschnitten präsentierten Versagensflächen zeichnen
sich durch eine selbstähnliche, deviatorische Querschnittsform entlang der hydrosta-
tischen Achse aus. Aus der Kenntnis der deviatorischen Form einer solchen Fläche
lässt sich folglich jeder deviatorische Schnitt entlang der hydrostatischen Achse mittels
Skalierung konstruieren. Diese Eigenschaft nutzt das Fließmodell von Bigoni und Pic-
colroaz [13] zur Separation der Fließfläche in eine deviatorische Formfunktion gD und
eine hydrostatische Formfunktion gH:
f = gH + gD (4.70)
Für selbstähnliche, deviatorische Flächen folgt, dass gH nur von der ersten Invariante
des Spannungstensors abhängt (gH = gH(I1) = gH(ξ)). Die deviatorische Formfunktion
ist hingegen eine Funktion von der zweiten und dritten Invariante (gD = gD(J2,J3) =
gD(ρ,θ)). Aus der Forderung nach Konvexität der Fläche im Spannungsraum folgt,
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dass beide Formfunktionen bezüglich ihrer spannungsartigen Argumente konvex sein
müssen. Damit gH und gD unabhängig voneinander die Form in den deviatorischen bzw.
der ξ-ρ-Schnittfläche beschreiben können, ergibt sich die Forderung nach Linearität der
deviatorischen Formfunktion bezüglich der Norm der deviatorischen Spannung ρ (bzw.
bezüglich
√
J2).
Zur weiteren Verallgemeinerung dieses Modells erscheint es sinnvoll, die Formfunk-
tionen auf die kritische, deviatorische Spannung in der pi-Ebene SD,c(θ = 0) und die
kritische, hydrostatische Spannung SH,c zu normieren. Außerdem kann durch die lineare
Abhängigkeit die deviatorische Spannung von der Formfunktion getrennt werden:
f = gH
(
ξ
SH,c
)
+
ρ
SD,c
gD (θ) (4.71)
Infolgedessen bestimmen die Definitionen der Formfunktionen die Form der Versa-
gensfläche, wohingegen SD,c und SH,c die Größe der Fläche vorgeben. Für konvexe
Versagensflächen unterliegen die Formfunktionen dabei folgenden Anforderungen:
gH ∈ [0; 1], gH(ξ = 0) = 1, gH(ξ = 1) = 0
gD ∈ [0; 2√
3
], gD(θ = 0) = 1 (4.72)
Im Unterschied zur originalen Formulierung des Modells [13] gliedert sich der Prozess
der Parameteridentifizierung in dieser modifizierten Form in drei unabhängige Teilauf-
gaben:
• Identifizierung der deviatorischen Formfunktion,
• Identifizierung der hydrostatischen Formfunktion und
• Identifizierung der beiden kritischen Spannungswerte.
Dadurch reduziert sich die zugrunde liegende Optimierungsaufgabe wesentlich. Die
Formfunktionen lassen sich aus einer beliebigen deviatorischen und einer beliebigen ξ-
ρ-Schnittfläche gewinnen, wie sie z.B. zur Darstellung für die Kelvin-Zelle in Abb. 4.15
genutzt wurden.
Wird für die Abhängigkeit vom hydrostatischen Druck der Ansatz
gH = 1−
√√√√ n∑
i=0
β
(1)
i
(
γ
(1)
i − ξ
)i
−
m∑
i=0
β
(2)
i
(
γ
(2)
i − ξ
)i
(4.73)
gewählt, können alle in Gl. (4.1) zusammengefassten parabolischen und elliptischen Mo-
delle abgebildet werden. Für die deviatorische Formfunktion eignet sich der vielseitige
Ansatz aus Bigoni und Piccolroaz [13]
gD = α cos
[
β
pi
6
− 1
3
arccos (γ cos 3θ)
]
(4.74)
um sowohl die Modelle als auch die oben präsentierten numerischen Ergebnisse zu
approximieren. Der Einfluss der relativen Dichte und der untersuchten morphologischen
Eigenschaften auf SD,c und SH,c können den Diagrammen 4.18, 4.22, 4.24 und 4.25
entnommen werden.
Die Modellierung eines Doppelkegels geschieht mittels zweier Teilfunktionen fK1 und
fK2 für die beiden Kegelhälften, die jeweils dem modifizierten Modell entsprechen.
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Abb. 4.26.: Versagensfläche der Kelvin-Zelle (Volumenmodell) mit hyperbolischen Stegen (re/rm =
2,23) in der pi-Ebene und der ξ-ρ-Ebene verglichen mit einem parabolischen und einem
elliptischen Modell der Versagensfläche
Die Definition für die vollständige Versagensfläche lautet für eine punktsymmetrische
Verbindung
f(ξ,ρ,θ,SD,c,SH,c, β,β
(1)
i ,β
(2)
i , γ,γ
(1)
i ,γ
(2)
i ) = min
{
fK1, fK2
}
. (4.75)
Auch der modifizierte Ansatz gestattet weiterhin, neben der hier genutzten Beschrei-
bung in zylindrischen Koordinaten, die Formulierung des Modells mit Spannungsinva-
rianten.
Die Parameteridentifikation wird hier beispielhaft für das Volumenmodell einerKelvin-
Zelle mit hyperbolischen Stegen ausgeführt (re/rm = 2,23). Für den parabolischen
Ansatz
gH = 1 + β
(2)
1 ξ − β(2)4 ξ4 (4.76)
und den elliptischen Ansatz
gH = 1−
√
β
(1)
0 + β
(1)
2
(
γ
(1)
2 − ξ
)2
+ β
(1)
10
(
γ
(1)
10 − ξ
)10
(4.77)
wurden die gesuchten Parameter mithilfe des Marquardt-Levenberg-Algorithmus
(Minimierung des quadratischen Fehlers) ermittelt
SH,c/Scm = 1,37% S
D,c/Scm = 0,25% (4.78)
β
(2)
1 = 0,75625 β
(2)
4 = 0,236047 (4.79)
β
(1)
0 = 0,0000856 β
(1)
2 = 0,609028 β
(1)
10 = 0,0037362 (4.80)
γ
(1)
2 = 0,0065377 γ
(1)
10 = −0,593921 (4.81)
α = 1,14 β = 0,95 γ = 1,0. (4.82)
Die resultierende Versagensfläche (positiver Kegel) ist in Abb. 4.26 dargestellt. Die
leichten Abweichungen der Versagensfläche des Volumenmodells in der pi-Ebene von der
zu erwartenden sechsfachen Symmetrie lassen sich auf eine unzureichend feine Netzdis-
kretisierung zurückführen.
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4.3. Elastisch-plastisches Materialverhalten
Einige der in Kap. 4.2 aufgeführten Modelle aus der Literatur beinhalten bereits Verfes-
tigungsansätze. Die einfachsten Annahmen basieren entweder auf isotroper (selbstähn-
licher) Verfestigung (vgl. Gl. 4.1: γ(k)n = const. und α
(k)
1 /β
(k)
n = const.), kinematischer
Verfestigung entlang der hydrostatischen Achse (α(k)1 = const. und β
(k)
n = const.) oder
einer Kombination beider Mechanismen. Andere Verfestigungsmodelle enthalten eine
direkte Abhängigkeit von den deviatorischen und hydrostatischen Spannungen. Dies
führt zur Änderung der Form der Fließfläche während der inelastischen Deformatio-
nen (formative Verfestigung). Allerdings haben alle Ansätze gemein, dass das Mate-
rialverhalten zu jedem Zeitpunkt isotrop bleibt (dreifache Achsensymmetrie um die
hydrostatische Achse und eindeutig im Hauptspannungsraum). Diese Annahme steht
im Widerspruch zu den Untersuchungen von Degischer und Kriszt [32] und Demiray
[34], die bereits für einfache Lastpfade eine zunehmende Anisotropie der Fließfläche
gefunden haben.
4.3.1. Fließflächenentwicklung der Kelvin-Zelle
Zunächst soll der Charakter der Fließflächenentwicklung der Kelvin-Zelle anhand
des Euler-Bernoulli-Balkenmodells untersucht werden. Dem liegt die Annahme
zugrunde, dass die charakteristischen mechanischen Eigenschaften auch bei Vereinfa-
chung mit strukturmechanischen Ansätzen erhalten bleiben [107]. Dazu wird die ra-
diale Anzahl an Integrationspunkten in den Balkenquerschnitten von drei auf sieben
erhöht. In Umfangsrichtung werden 48 Integrationspunkte eingesetzt. Alle elastischen
und plastischen Deformationen sind klein. Für den Grundwerkstoff wird elastisch-ideal-
plastisches Materialverhalten vom von Mises-Typ angenommen.
In den Abb. 4.27 und 4.28a,b werden jeweils vier deviatorische Lastinkremente ober-
halb der Fließgrenze mit γ = [0; 0; 0] aufgebracht. Die Lasten in diesen Abbildungen
unterscheiden sich im Lode-Winkel. Für den Lode-Winkel θ = 0 in Abb. 4.27 wurde
die anisotrope Fließfläche für die drei oben eingeführten Orientierungen des makro-
skopischen Hauptspannungssystems dargestellt. Dies entspricht dem elastischen Belas-
tungszustand im Anschluss an die inelastischen Deformationen. Es zeigt sich, dass die
formative Verfestigung der Fließfläche in den drei gezeigten Orientierungen völlig unter-
schiedlich in Erscheinung tritt. Für rein hydrostatische Belastungen fällt die Fließfläche
gerade mit der plastischen Kollapsfläche zusammen. Durch Überlagerung von deviato-
rischen und hydrostatischen Lasten, wie z.B. für den uniaxialen Zug in Abb. 4.28c,d,
verschiebt sich die Schnittfläche der beiden Doppelkegel darüber hinaus entlang der
hydrostatischen Achse.
Auffällig in Abb. 4.27a und 4.28a ist, dass es Bereiche der Fließfläche gibt, die unver-
ändert bleiben. Dies resultiert daraus, dass für die gezeigten Lastfälle nicht alle Stege
plastisch deformieren und folglich vollständig elastisches Verhalten aufweisen. Bei je-
der Belastung geht jedoch die Achsensymmetrie um die hydrostatische Achse verloren.
Keines der oben genannten Modelle besitzt einen vergleichbaren Verfestigungsansatz.
Aus den Ergebnissen von Degischer und Kriszt [32] und Demiray [34] geht zudem
hervor, dass die Komplexität der formativen Verfestigung für finite plastische Verzer-
rungen zunimmt und weitere Effekte wie z.B. Knicken und Kontakt zwischen Stegen
und Zellwänden hinzukommen. Ein makroskopisches Materialgesetz der Kelvin-Zelle
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Abb. 4.27.: Entwicklung der anisotropen Fließfläche der Kelvin-Zelle (Balkenmodell) in der pi-Ebene
und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für vier deviatorische Lastinkremente (θ = 0) bis 20% oberhalb
der Fließspannung (ψ = 5%, von Mises-Kriterium): Elastische Lastrichtung mit
a,b) γ = [0,0,0],
c,d) γ = [pi/4,0,0],
e,f) γ = [pi/4, arccos (1/
√
3),pi/12]
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Abb. 4.28.: Entwicklung der anisotropen Fließfläche der Kelvin-Zelle (Balkenmodell) in der pi-Ebene
und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für vier deviatorische Lastinkremente (θ = pi/6) und vier
uniaxiale Lastinkremente bis 20% oberhalb der Fließspannung (ψ = 5%, von Mises-
Kriterium, γ = [0,0,0]):
a,b) deviatorische Belastung,
c,d) uniaxiale Belastung
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Abb. 4.29.: Entwicklung der anisotropen Fließfläche der Kelvin-Zelle (Volumenmodell) in der pi-
Ebene und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für vier deviatorische Lastinkremente bis 20% oberhalb
der Fließspannung (ψ = 5%, von Mises-Kriterium, γ = [0,0,0]):
a,b) deviatorische Belastung mit θ = 0,
c,d) deviatorische Belastung mit θ = pi/6
in geschlossener Form steht bisher weder für kleine noch für finite Deformationen zur
Verfügung, sodass bei Simulationen auf Gesamtmodelle oder FE2 zurückgegriffen wer-
den muss.
4.3.2. Vergleich von Volumen-, Struktur- und Hybridmodellen
Die Fließflächenentwicklung der Balkenmodelle kann nun mit äquivalenten Volumen-
und Hybridmodellen verglichen werden. Wie in Kap. 4.2 wurden dabei moderate Ver-
rundungen mit b = 0,03 verwendet. Spannungen an Schnittflächen mit periodischen
RBD und Koppelflächen wurden nicht in die Auswertung einbezogen. Für Hybridmo-
delle ist hierbei sicherzustellen, dass in den Kopplungsbereichen und strukturmechani-
schen Ansätzen ausschließlich linear-elastisches Materialverhalten vorliegt. Modellbe-
reiche mit nichtlinearem Materialverhalten erfordern ein ebenso konvergiertes Netz wie
in äquivalenten Volumenmodellen. Die Reduktion des numerischen Aufwands ergibt
sich deshalb nur noch durch den Anteil der strukturmechanischen Ansätze.
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Abb. 4.30.: Entwicklung der anisotropen Fließfläche der Kelvin-Zelle (Hybridmodell mit Υ = 10%)
in der pi-Ebene und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für vier deviatorische Lastinkremente bis 20%
oberhalb der Fließspannung (ψ = 5%, von Mises-Kriterium, γ = [0,0,0]):
a,b) deviatorische Belastung mit θ = 0,
c,d) deviatorische Belastung mit θ = pi/6
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Mit den in Abb. 4.29 und 4.30 dargestellten Ergebnissen kann die These bestätigt
werden, dass die prinzipiellen Eigenschaften der Fließflächen und ihrer Entwicklung
mit strukturmechanischen Ansätzen abgebildet werden können. Dieser Ansatz gestattet
folglich Trend- und Sensitivitätsanalysen mit hoher numerischer Effizienz. Die Über-
schätzung des elastischen Bereichs durch die Balkenmodelle macht jedoch die Ermitt-
lung quantitativer Ergebnisse unmöglich. Diese Aussage lässt sich ebenso auf weitere
inelastische Materialklassen, wie z.B. für Kriechen und Schädigung, verallgemeinern.
Sehr gute Übereinstimmungen zeigen erneut das Volumen- und das Hybridmodell.
Ebenso wird die Fließfläche vom Hybridmodell leicht unterschätzt. Trotz dieser Abwei-
chungen gestattet dies eine konservative Bewertung des makroskopischen Verhaltens.
Die Reduktion der Freiheitsgrade des Modells entspricht dabei etwa dem strukturme-
chanischen Anteil Υ.
4.3.3. Sensitivität gegenüber Filtertopologie
Durch die Analyse der Versagensflächen in Kap. 4.2.3 konnte bereits der essentielle Ein-
fluss der Topologie auf das makroskopische Verhalten gezeigt werden. Dies setzt sich in
der Fließflächenentwicklung fort (vgl. Abb. 4.31 und 4.32). So weist das Fließverhalten
der Weaire-Phelan-Zelle und des relaxierten Voronoi-Modells nur noch tendenzi-
elle Gemeinsamkeiten mit dem derKelvin-Zelle auf. Dabei treten imVoronoi-Modell
auch für kleine makroskopische Deformationen im elastischen Bereich finite Deforma-
tionen auf der Mesoskala auf. Die ursächlichen Knick- und Umklappvorgänge erfordern
eine hohe Anzahl von zu berechnenden Gleichgewichtsiterationen.
Der Vergleich der Fließflächen des relaxierten Voronoi-Modells mit experimentel-
len Daten [32, 26] von zufälligen Schäumen zeigt qualitative Übereinstimmungen in
der Form. Das relaxierte Voronoi-Modell kann folglich als repräsentative Struktur
angewandt werden. Weiterhin wird ersichtlich, dass deterministische Strukturen wie
die Kelvin-Zelle ein weitaus komplexeres nichtlineares Verhalten aufweisen können.
Modelle von deterministischen Strukturen sind dann nicht repräsentativ für zufällige
Strukturen. In gleicher Weise sind Modelle (auch makroskopische Materialmodelle) von
zufälligen Strukturen nicht repräsentativ für Materialien mit deterministischen Struk-
turen.
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Abb. 4.31.: Entwicklung der anisotropen Fließfläche der Weaire-Phelan-Zelle (Balkenmodell) in
der pi-Ebene und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für vier deviatorische Lastinkremente (θ =
0) bis 20% oberhalb der Fließspannung (ψ = 5%, von Mises-Kriterium): Elastische
Lastrichtung mit
a,b) γ = [0,0,0],
c,d) γ = [pi/4,0,0],
e,f) γ = [pi/4, arccos (1/
√
3),pi/12]
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Abb. 4.32.: Entwicklung der anisotropen Fließfläche der relaxierten Voronoi-Struktur (Balkenmo-
dell) in der pi-Ebene und der ξ-ρ-Ebene (θ = 0) für sechs deviatorische Lastinkremente
(θ = 0) bis 40% oberhalb der Fließspannung (ψ = 5%, von Mises-Kriterium): Elastische
Lastrichtung mit
a,b) γ = [0,0,0],
c,d) γ = [pi/4,0,0],
e,f) γ = [pi/4, arccos (1/
√
3),pi/12]
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[85, 24, 39, 36, 52]. Nachteilig für deren Verbreitung wirkt sich die große Anzahl der
Materialparameter dieser Theorien aus. In Kombination mit der FE2-Methode und der
Abbildung der Mesoskala durch ein Cauchy-Boltzmann-Kontinuum kann die Menge
der Parameter auf die klassischen Materialparameter für den Grundwerkstoff reduziert
werden, wobei sich jedoch der numerische Aufwand maßgeblich erhöht.
Zumindest für Filter mit 30 PPI genügt die Dicke von Standardfiltern mit 20−55mm
für eine statistisch homogene Abbildung (min. 10 volle Poren). In diesem Fall kann ei-
ne partielle Homogenisierung zweiter Ordnung angewendet werden [51]. Dabei wird
die Struktur über die Dicke voll aufgelöst und nur in der Filterebene homogenisiert.
Für die Makroskala kann ein strukturmechanischer Ansatz nach der Schalentheorie
gewählt werden. Dabei wird auch stark nichtlineares Materialverhalten auf der Meso-
und Makroskala abgebildet. Die untere und obere Schranke für die RVE-Größe in der
Filterebene ergibt sich aus der statistischen Homogenität bzw. dem Beanspruchungs-
charakter in der Ebene (z.B. axialsymmetrisch).
5.2. Modellbeschreibung
Im Folgenden wird eine Filterkomponente mit einer idealisierten Mesostruktur (Kelvin-
Zelle) betrachtet. Die Abmaße des Filters betragen (10x10x3)l bei einer Kantenlänge
der Kelvin-Zelle von l = 4√
2
mm und einer relativen Dichte von ψ = 5%. Die äußers-
te umlaufende Zellreihe wird durch ein vertikales Auflager gestützt (vgl. Abb. 5.2a,b).
Mittig auf einer Fläche von A = (4l)2 befindet sich eine Flächenlast q an der Filterober-
seite. Diese Randbedingungen stellen eine starke Vereinfachung der realen Filterbelas-
tung dar und dienen hier dem Vergleich der Berechnungsmodelle. Der Grundwerkstoff
ist charakterisiert durch den Elastitizitätsmodul E und die Querkontraktion ν = 0,25.
Das Gesamtmodell wird mit Euler-Bernoulli-Balken diskretisiert (30 Elemen-
te je Steg) und als Referenzlösung betrachtet (vgl. Abb. 5.2c). Da über die Filterdicke
mehrere periodische Zellen vorhanden sind, ermöglicht dies die Homogenisierung auf ein
Cauchy-Boltzmann-Kontinuum (vgl. Abb. 5.2d) auf der Makroskala. Des Weiteren
wird ein Modell mit partieller Homogenisierung auf eine Mindlin-Schale verwendet.
Die elastischen Eigenschaften für das Cauchy-Boltzmann- und dasMindlin-Modell
werden jeweils für kleine Deformationen aus RVE-Modellen der Mesostruktur mit pe-
riodischen RBD bestimmt (vgl. Kap. 2.1 und 2.2). Die RVE-Modelle umfassen dabei
eine einzelne Kelvin-Zelle bzw. drei geschichtete Kelvin-Zellen. Die Diskretisierung
erfolgt analog zum Gesamtmodell. Die ermittelten Steifigkeitsmatrizen lauten
S11
S22
S33
S12
S13
S23
 =

0,0072 0,0059 0,0059 0,0000 0,0000 0,0000
0,0072 0,0059 0,0000 0,0000 0,0000
0,0072 0,0000 0,0000 0,0000
0,0006 0,0000 0,0000
0,0006 0,0000
0,0006


E11
E22
E33
2E12
2E13
2E23
E (5.1)
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Abb. 5.2.: a) Filtermodell mit Randbedingungen,
Querschnittsfläche entlang der Bauteilmitte mit Pfaden (rote Kreise) der Verschiebungs-
auswertung: b) mechanisches Modell, c) Gesamtmodell, d) Cauchy-Boltzmann-Modell
für die einfache Kelvin-Zelle und
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0,0197m 0,0000m 0,0000m 0,0000m 0,0000m
0,0197m 0,0000m 0,0000m 0,0000m
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
E11
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2E12
κ11
κ22
E (5.2)
für die dreilagige Kelvin-Zelle (vgl. Abb. 5.3).
Auf der Makroskala wird die untere Schranke für die Elementgröße eingesetzt. Dies
entspricht bei reduzierter Integration gerade der RVE-Größe (Größe der Kelvin-Zelle).
Es bleibt anzumerken, dass die hier verwendete minimale RVE-Größe bereits die obere
Schranke für die RVE-Größe infolge des (näherungsweise) axialsymmetrischen Bean-
spruchungscharakters sowie infolge des Verzerrungs- und Spannungsgradienten entlang
der Filterdicke verletzt.
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a) b) c) d)
Abb. 5.3.: Deformationsmoden des Schalen-RVE in der Schaleneben (obere Reihe) und im Schalen-
querschnitt (untere Reihe) mit farblicher Darstellung des Verschiebungsbetrags:
a) Referenzkonfiguration, b) einachsiger Druck, c) ebener Schub, d) ebene Biegung
5.3. Elastisches Verhalten und Versagensbewertung
Für die Analyse des elastischen Verhaltens wird die Verschiebung entlang der Bau-
teilmitte auf Filteroberseite betrachtet. Im Gesamtmodell lässt sich die Verschiebung
entlang der Oberseite nicht exakt in der Mittelebene auswerten, weil auf diesem Pfad
keine Stege auf den Rand treffen. Deshalb wurde beidseitig ein um eine viertel Zelle
versetzter Pfad gewählt (vgl. Abb. 5.2c).
Alle drei Modelle (Abb. 5.4) weisen vergleichbare Verschiebungsverläufe auf, wobei
das Cauchy-Boltzmann-Modell zu einer leichten Überschätzung der Verschiebung
führt. Das Gesamtmodell ist infolge seiner Mesostruktur nicht spiegelsymmetrisch um
die Bauteilmittelfläche. Dies zeigt sich ebenso in den unsymmetrischen Verschiebungs-
verläufen. Diese Eigenschaft wird weder vom Cauchy-Boltzmann-Modell noch von
der Mindlin-Schale wiedergegeben. Die Unterschätzung der Durchbiegung durch das
Mindlin-Modell resultiert daraus, dass die Verschiebung in der Schalenmittelebene
(bezogen auf die Dicke) ausgewertet wird. Diese fällt jedoch geringer als die Verschie-
bungen am oberen Rand aus. Auch die Verschiebungsrandbedingung wirkt nicht direkt
auf den entsprechenden Rand des zugrunde liegenden RVE, sondern wird vielmehr aus-
schließlich auf der Makroskala modelliert. Dies führt zu Abweichungen insbesondere an
den Auflagern. Unter Einsatz der FE2-Methode kann für das Mindlin-Modell bei Be-
darf eine verbesserte Verschiebungslösung direkt aus dem RVE ermittelt werden. Hier
kann die Verschiebung direkt an der gewünschten Position ausgewertet werden. Da-
bei werden weiterhin die Verschiebungsfluktuationen einbezogen, die insbesondere an
Bauteilrändern von Bedeutung sein können.
Für die Bewertung des Versagens wird der Grundwerkstoff als spröde betrachtet und
angenommen dass in der Struktur kein Potential für Spannungsumlagerungen vorhan-
den ist. Eine Zug-Druck-Asymmetrie des Grundwerkstoffs wird vernachlässigt. Weil
für die Kelvin-Zelle nur die analytische Lösung der Versagensfläche entsprechend der
Homogenisierung 1. Ordnung zur Verfügung steht, wird der FE2-Ansatz gewählt und
die Spannungsfelder der Mesoskala aus den makroskopischen Deformationen am RVE
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Abb. 5.4.: Normierte Verschiebungsverläufe an der Filteroberseite
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Abb. 5.5.: Auslastung der einzelnen Kelvin-Zellen der Mesostuktur:
a) Gesamtmodell, b) Cauchy-Boltzmann-Modell, c) Mindlin-Modell
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ermittelt. Damit kann das Bauteilversagen direkt mit dem Festigkeitskriterium des
Grundwerkstoffs ermittelt werden (maximale absolute Hauptspannung). In Abbildung
5.5 ist zu diesem Zweck die maximale Hauptspannung für jede Kelvin-Zelle des Ge-
samtmodells entlang der Bauteilmitte bezogen auf die maximale Hauptspannung der
gesamten Mesostruktur dargestellt. Das entspricht der relativen Auslastung der einzel-
nen Zellen.
Für das Gesamtmodell (vgl. Abb. 5.5a) folgt daraus die Auslastung als Größe der
Makroskala infolge der eingebrachten Biegebeanspruchung. Abweichungen vom Erwar-
tungsbild einer reinen Biegebeanspruchung ergeben sich aus den Einflüssen der exter-
nen Krafteinleitungen an den Auflagern und der Oberflächenlast. In den Zellen um die
Auflager stellt sich eine erhöhte Beanspruchung ein. Für die Bauteilmitte kann an der
Filteroberseite eine höhere Auslastung als an der Unterseite erwartet werden, weil zur
Biegebeanspruchung die Randlast hinzukommt. Tatsächlich stellt sich eine geringere
Auslastung ein, weil die Randlast zu einer Reduzierung des deviatorischen Belastungs-
anteils der angrenzenden Zellen führt. In der unsymmetrischen Auslastungsverteilung
zeigt sich, dass die Struktur nicht spiegelsymmetrisch zur Bauteilmitte ist.
Die Auslastungsverteilung für das Cauchy-Boltzmann-Modell wurde mithilfe der
analytischen Lösung aus Kap. 4.2.1 bestimmt. Bei diesem vereinfachten zweistufigen
Simulationsansatz wurden die Spannungszustände der Makroskala in einem Postpro-
cessing-Schritt auf die analytische RVE-Lösung übertragen. Die Auslastungsverteilung
stimmt qualitativ mit der des Gesamtmodells überein, wobei die Asymmetrie nicht ent-
halten ist. Die maximale Belastung und die Belastung an den Krafteinleitungspunkten
wird jedoch signifikant unterschätzt.
Auch für die Mindlin-Schale wird ein zweistufiger Berechnungsansatz (vereinfachte
FE2-Methode) genutzt. Dabei werden die makroskopischen Deformationen der Schale
auf das entsprechende RVE aufgetragen und die Spannungen der Mesoskala mittels
FEM analysiert. Obwohl auf diese Weise für die Deformationszustände der Mindlin-
Schale die zugehörigen Spannungsverteilungen der Mesoskala exakt ermittelt werden
können, weicht die ermittelte Auslastungsverteilung erheblich von der des Gesamtmo-
dells ab. Offensichtlich fehlen in diesem Modell die Einflüsse aus den externen Kräf-
ten. Dies liegt an der makroskopischen Modellierung der Randbedingungen, wie es für
die klassische Homogenisierung Standard ist. Die generalisierte Methode nach Blanco
u. a. [15] gestattet hingegen auch die direkte Implementierung von Randbedingungen
in das RVE, ohne zusätzliche Definition von Einfügeoperatoren. Dies kann zur ver-
besserten Ermittlung der Spannungs- und Verzerrungslösung der Mesoskala genutzt
werden, erfordert jedoch auch die Erweiterung der Elementroutine auf der Makroska-
la zur Handhabung der homogenisierten externen Kräfte. Bereits für linear-elastische
Probleme mit kleinen Deformationen macht diese Methode folglich den Einsatz der
FE2-Methode erforderlich (da RBD auf der Mesoskala angreifen). Für alle RVE oh-
ne (makroskopische) RBD entspricht der numerische Aufwand durch Anwendung der
Superposition von Grundlösungen in diesem Fall gerade demjenigen zur klassischen
Bestimmung der elastischen Antwort eines makroskopischen materiellen Punkts und
bedeutet folglich keine Reduzierung der numerischen Effizienz.
Im Vergleich mit der klassischen FE-Methode stellt die FE2-Methode für die parti-
elle Homogenisierung mit in das RVE implementierten makroskopischen RBD höhere
Anforderungen an die verwendete FEM-Software und führt zumindest im Bereich der
angreifenden makroskopischen RBD zu einem erhöhten rechnerischen Aufwand. Im
5. Anwendung auf eine idealisierte Filterkomponente 97
Gegensatz zu diesem Beispiel kann für zufällige Filterstrukturen die Simulation des
Gesamtmodells jedoch nicht mit dem Cauchy-Boltzmann-Modell umgangen wer-
den. Folglich bleibt die partielle Homogenisierung für diese Modelle bislang die einzige
deterministische Möglichkeit zur Anwendung der Skalentrennung und zur Reduzierung
des numerischen Aufwands.
98
6. Zusammenfassung / Ausblick
Sowohl für Gesamtmodelle als auch für repräsentative Ausschnitte ist das Modell der
Mesoskala zentraler Bestandteil des thermo-mechanischen Simulationskonzepts zellu-
larer Materialien.
Für die geometrische Modellbildung wurde eine vollständig parametrisierte und au-
tomatisierte Methodik vorgestellt, die auf impliziten Funktionen basiert. Neben der
akkuraten Abbildung essentieller Details (z.B. scharfer Kanten und definierter Ver-
rundungen) ermöglicht die Vielseitigkeit dieser Modellierungstechnik Parameterstudien
und die Lösung von Optimierungsaufgaben.
Die thermo-mechanische Analyse und Festigkeitsbewertung von Bauteilen mit zellu-
larer Struktur basiert auf der Lösung eines Mehrskalenproblems. Insbesondere wegen
der komplexen Mesostruktur sind Simulationen deshalb mit einem sehr hohen nume-
rischen Aufwand verbunden. Damit stoßen derartige Untersuchungen leicht an techni-
sche und wirtschaftliche Grenzen. Die Reduzierung des Rechenaufwands ist folglich ein
wichtiger Schritt hin zu einem vielseitig einsetzbaren Simulationskonzept. Um dieses
Ziel zu erreichen, wurden Modellvereinfachungen in drei Bereichen untersucht:
• der Topologie der Mesostruktur,
• der mechanischen Ansätze zur Beschreibung des Kontinuums und
• der morphologischen Details.
Alle drei Varianten sowie der Einsatz von Homogenisierungsansätzen sind gängige Pra-
xis für die Simulation zellularer Materialien. Der Fokus dieser Arbeit lag auf der Bewer-
tung dieser Modelle im Hinblick auf die mechanischen Eigenschaften der Mesostruktur.
Im Vergleich mit Gesamtmodellsimulationen führt die Anwendung von Homogenisie-
rungstechniken einerseits zur Reduktion des numerischen Aufwands und andererseits
zu einer hochgradig parallelisierbaren Lösungsmethode. Aus Vorarbeiten ist bereits
bekannt, dass offen-porige zellulare Materialien Größeneffekte zeigen, die auf der Ma-
kroskala nicht durch ein Cauchy-Boltzmann-Kontinuum abgebildet werden können.
Als zielführend haben sich dabei gradientenbasierte und mikromorphe Kontinua erwie-
sen. In der vorliegenden Arbeit wurde die variationsbasierte Homogenisierung erster
und zweiter Ordnung für die Anwendung auf fluiddurchströmte zellulare Materialien
mit finiten Deformationen erweitert. Dabei wurde für das Filterbauteil auch die Homo-
genisierung zweiter Ordnung unter Beschreibung der Makroskala durch eine Mindlin-
Schale zur Anwendung gebracht. Aus der Analyse der idealisierten Filterstruktur konn-
ten die Einschränkungen der Homogenisierung erster Ordnung für das elastische und
das Versagensverhalten aufgezeigt werden. Andererseits erfordert die partielle Homoge-
nisierung auf eineMindlin-Schale den Einsatz der FE2-Methode und die Übertragung
von makroskopischen RBD in das RVE. Diese skalenübergreifende Behandlung von
RBD ist in den gängigen FEM-Systemen so nicht vorgesehen. Insbesondere aufgrund
der zufälligen Mesostruktur und der Größeneffekte erfordert die Bewertung von Filter-
komponenten ein Kontinuum höherer Ordnung für die Beschreibung der Makroskala.
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Eine erhebliche Reduktion der RVE-Größe und damit des numerischen Aufwands
könnte durch die Abbildung der zufälligen PU-basierten Topologie durch determinis-
tische Strukturen wie der Weaire-Phelan- bzw. der Kelvin-Zelle erreicht werden.
Besonders effizient lassen sich Vorhersagen aus der abgeleiteten analytischen Lösung
für die Versagensfläche der Kelvin-Zelle treffen. Aus den durchgeführten Sensitivi-
tätsstudien geht jedoch hervor, dass diese Strukturen nicht geeignet sind, quantitative
Ergebnisse für linear-elastisches und nichtlineares Verhalten sowie für das Versagens-
verhalten realer zellulärer Strukturen zu berechnen. Trotz der signifikanten Unterschie-
de hinsichtlich der Belastungsverteilung auf der Mesostruktur bzgl. Anisotropie und
Amplitude der mechanischen Strukturantwort können zumindest qualitative Aussagen
(Trends) abgeleitet werden.
Auch strukturmechanische Ansätze mit Balkenmodellen sind numerisch hocheffizient
und finden für offen-porige Strukturen zur Realisierung großer RVE- und Bauteilmodel-
le vielfache Anwendung. Die Untersuchungen haben allerdings gezeigt, dass in dieser
Approximation wesentliche mechanische Eigenschaften nicht abgebildet werden, insbe-
sondere an den Knoten. Diese tragen dabei signifikant zum linear-elastischen und zum
nichtlinearen Verhalten der Struktur bei und bedürfen einer akkuraten Beschreibung.
Reine strukturmechanische Ansätze kommen deshalb über qualitative Aussagen für
biegedominierte zellulare Materialien nicht hinaus. Durch den Einsatz von Hybridmo-
dellen lässt sich die numerische Effizienz für Gesamt- und RVE-Modelle maßgeblich
steigern. Die Anwendung der strukturmechanischen Elemente in geeigneten Bereichen
ermöglicht eine vergleichbare Qualität der numerischen Ergebnisse gegenüber äquiva-
lenten Volumenmodellen. Die Spannungs- und Verzerrungsfelder der Mesoskala wei-
sen eine erhebliche Abhängigkeit von der Güte des geometrischen Modells und dessen
Diskretisierung auf. Vereinfachungen und Modifikationen der Geometrie (z.B. mittels
Werkzeugen der Bildverarbeitung) führen in der Regel zu abweichenden Ergebnissen.
Ein weiterer wichtiger Aspekt der Modelle der Mesoskala ist deren Morphologie. Die
untersuchten Eigenschaften
• Materialverteilung entlang der Stegachse,
• Verrundungsgröße an den Knoten,
• Anisotropie der Poren,
• Krümmung der Stegachse,
• Querschnittsform und
• relative Dichte
müssen zu den elementaren Bestandteilen der Modellparameter gezählt werden. Vor
allem für die Materialverteilung entlang der Stegachse und die Porenanisotropie wur-
de eine starke Sensitivität bezogen auf die elastischen Eigenschaften und die Versa-
gensflächen ermittelt. Die Erhebung dieser Daten aus bildgebenden Verfahren bedarf
entsprechender Sorgfalt.
In zukünftigen Arbeiten können durch Anwendung des Modellierungskonzepts Op-
timierungsaufgaben für die Topologie und Morphologie konzipiert und gelöst werden.
Auch beim Entwurf von inversen Problemen (z.B. Parameteridentifikation des Grund-
werkstoffs) können nun klare, an der Zielstellung orientierte, Anforderungen für das
verwendete Modell abgeleitet werden. Die Erweiterung der vorgestellten Homogenisie-
rung zweiter Ordnung mit finiten Deformationen kann zur Ermittlung von Versagensflä-
chen basierend auf thermo-mechanischen Analysen (z.B. Thermoschock), Schädigung
6. Zusammenfassung / Ausblick 100
bzw. Delamination von Beschichtungen genutzt werden. Für keramische Filter geht
der Trend zu deterministischen Strukturen. Spagettifilter und mit Rapid Prototyping
gefertigte Komponenten ermöglichen periodische Strukturen, deren charakteristische
Länge deutlich unterhalb der Filterdicke liegt. Bei Modellen dieser Filter erscheint
die Substitution der hier angewandten Mindlin-Schale mit einem Cosserat- bzw.
mikromorphen Ansatz geeignet, wie sie bereits für vergleichbare zellulare Materialien
eingesetzt wurden.
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